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损伤力学作为一门学科分支的出现, 是近二十多年的事。自

1958 年卡恰诺夫 (Качанов, K achanov)提出研究蠕变寿命的连续

度概念以来, 历经拉包特诺夫 (Работнов, Rabotnov )、勒墨特

( Lemait re)与夏波希( Chaboche)、胡特( Hult )等人的发展,形成了

连续损伤力学的框架,它唯象地考察损伤的发展与演化, 并细察这

些损伤的细观物理力学过程;与此平行, 材料学家揭示了细微观的

以微裂纹、微孔洞、剪切带等为损伤基元的事实, 为力学家提供了

从细观角度来研究其力学行为的可能。由此诞生了以莱斯-屈列西

( R ice-T racey)、格松( Gurson )等为代表的细观损伤力学。由原先

平行发展至今成为互补的连续损伤力学与细观损伤力学, 构成了

损伤力学的主体部分。损伤力学为工程结构的损伤分析与寿命预

测和材料细观损伤机理与材料的强韧化, 提供了定量分析的力学

手段,并呈现旺盛的生机。

在视材料为均匀连续的前提下诞生的材料力学与材料强度理

论,依赖工程经验, 在考虑安全裕度的基础上,确定强度条件, 形成

了古典的强度设计理论;以宏观裂纹型缺陷为表征的在裂纹处存

在几何间断的均匀介质的裂纹力学,构成以断裂力学为表征的新

的结构与材料强韧匹配设计的思想,使人们对结构与材料的破坏

过程有了更深入的认识。

实际上,材料与结构的变形与破坏过程是非均匀又非连续的。
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原生的材料就存在损伤, 随着外载与环境的作用, 在构件与材料

中,微裂纹、微孔洞、剪切带等细观的损伤基元在萌生、串接、汇合、

扩展,而形成损伤的动态演化过程。即材料与构件的变形与破坏是

作为一个过程而展开的。它要求人们定量地描述这个力学过程, 于

是损伤力学便应运而生。损伤力学研究在外载与环境的作用下, 定

量描述材料与结构的性能不可逆劣化的损伤过程的力学行为。它

与断裂力学构成描述材料破坏的力学过程的破坏力学理论。并在

结构的强度刚度分析与寿命预测, 结构与材料的稳定性, 材料的

韧-脆破坏过程的力学描述与材料强韧化为目标的材料设计中, 有

着广泛的应用。因此, 它也影响着现代强度理论与工程设计和材料

设计。

1990 年春季, 清华大学研究生院组织博士生导师为 1989 级

的博士生开设学科前沿的新课程,作为博士生的指定选修课。清华

大学工程力学研究所破坏理论研究室的同仁们,自 80 年代初在黄

克智教授的带动下,在研究室讨论班上, 对损伤力学作为新的学科

分支,进行讨论和研究, 并开设讲座,在此基础上, 形成了为清华大

学全校博士生开设的损伤力学讲座,共 8讲。于 1990 年起每年春

季学期,开设 16 学时共计 8 讲的课程。修读课程的有来自校内工

程力学系、水利工程系、土木工程系、材料科学与工程系、机械工程

系、精密仪器系、核能技术设计研究院等系科的博士生和旁听生,

每年均有 20余人。除听课外, 还展开课堂讨论。其间也介绍了本

书作者及其合作者们在损伤力学研究的一些新成果。1991 级的博

士生冯西桥同学, 在听课的同时,深入钻研, 并在损伤力学的研究

中,有所建树。作者遂邀冯君参与本书的著述。本书在课程讲稿基

础上, 数易其稿,历经近 6 载,将此博士生指定选修课的材料整理

成书,一是为今后教学研究的需要, 二是企望得到读者们的指正与

交流。

本书的写法与一般的损伤力学书籍相比较, 有以下特点: ( 1)
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将连续损伤力学与细观损伤力学作为相互补充的两个方面来阐

述; ( 2) 先从一维的损伤理论入手, 逐步引出三维的一般情形; ( 3)

将损伤力学与断裂力学耦连起来, 特别对损伤介质的断裂力学辟

一专章介绍; ( 4) 作者认为损伤力学的发展中, 在细观基础上的唯

象损伤理论, 是最有前途的一种理论, 作者们的研究也集中于此,

在全书中,贯穿着上述基于细观的唯象损伤理论的观点; ( 5) 损伤

力学的发展历史说明了损伤力学是从应用中发源的,书中简介了

损伤力学在强度分析、稳定性研究、蠕变与疲劳的寿命预测、断裂

的韧-脆转变机理、材料的强韧化中的应用。

全书共分 7章。由于教学的目的, 在叙述中强调基本概念与损

伤力学的研究方法。损伤力学包括范围广泛,涉及领域颇多, 使本

书对许多问题,无法涉及。如在所涉及的范围之内, 作为一本介绍

新学科的著作,能对读者有所帮助, 作者的目的也就达到了。书中

不足之处,敬请同仁及读者们指正。

余寿文

1997 年元旦于北京清华园
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第 1章 绪 论

损伤力学是近 20年发展起来的一门新的学科。它是材料与结

构的变形与破坏理论的重要组成部分。自 Kachanov
[ 1.1 ]
于 1958 年

提出连续度的概念、Rabotnov 于 1963 年提出损伤因子的概

念 [ 1. 2] , 到 1977 年 Janson 与 Hult
[ 1 .3]等人提出损伤力学 ( damage

mech anics )的新名词至今, 几十年的时间内获得了重要的进展。自

K achanov的第一本《连续损伤力学导论》
[ 1.4 ]出版以来, 国内外陆

续出版了一些教材、专著 [ 1 .5～ 1. 24]和评论 [ 1 .25～1. 30]。

在外载和环境的作用下, 由于细观结构的缺陷 (如微裂纹、微

孔洞等)引起的材料或结构的劣化过程, 称为损伤。损伤力学是研

究含损伤介质的材料性质,以及在变形过程中损伤的演化发展直

至破坏的力学过程的学科。

损伤力学有两个主要分支:一是连续损伤力学, 它利用连续介

质热力学与连续介质力学的唯象学方法,研究损伤的力学过程。它

着重考察损伤对材料宏观力学性质的影响以及材料和结构损伤演

化的过程和规律。而不细察其损伤演化的细观物理与力学过程。只

求用连续损伤力学预计的宏观力学行为与变形行为符合实验结果

与实际情况。二是细观损伤力学,它通过对典型损伤基元, 如微裂

纹、微孔洞、剪切带等以及各种基元的组合, 根据损伤基元的变形

与演化过程,通过某种力学平均化的方法, 求得材料变形与损伤过

程与细观损伤参量之间的关联。

近年来发展起来的基于细观的唯象损伤理论, 则是介于上述

·1·
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两者之间的一种损伤力学理论, 这些理论主要限定在确定性现象

的范围内。上述各个分支构成了损伤力学的主要框架。此外还有

随机损伤理论,研究随机损伤问题。回顾材料强度与结构强度的历

史,便可清楚地看到损伤力学发展到今日所具有的必然性。

古典的材料力学所描述的材料强度理论, 是在假设材料为均

匀连续的基础上进行研究的,如图 1.1所示。材料强度设计经历三

个步骤: ( 1) 分析在外载作用下材料或结构的应力状态 σ; ( 2) 测

量表征材料强度的性能指标σs (屈服极限)、σb (强度极限) ; ( 3) 应

用复杂应力状态下的材料强度理论: f (σ, τ) ≤ [σ] , 其中 [σ] =

σs / n s 或σb / nb , ns、nb 分别为相应于屈服和破坏的安全系数;以此来

判断材料和构件是否满足强度的要求。这种由伽利略开始萌发的、

基于材料均匀连续假设的起点—终点式的强度观, 属于古典的强

度理论范围。

    
材料力学与
古典强度理论

疲劳寿命确定
安全要求

强度设计  

材料抗力测量
σs ,σb, σ- 1

受力分析
σ, τ, Δσ(Δτ)

强度理论

f (σ, τ) ≤ [σ] , [σ] =
σb
nb

,
σs
n s

f 1(Δσ) ≤ [σ- 1]

图 1.1

但实际的材料与结构是存在缺陷的。20 世纪 50 年代开始发

展的断裂力学,是材料强度理论的重大发展。断裂力学考虑裂纹型

·2·



的缺陷。据此,引入表征缺陷尺度的新的几何量 a (缺陷长度或缺

陷平均半径)。假设在裂纹型缺陷边界面上, 存在位移和构形几何

的间断。但在基体介质中,仍然认为是均匀连续的。基于此建立的

断裂力学的新的强度分析理论, 示如图 1.2。大体上也有三个步

骤: ( 1) 分析含缺陷材料与构件的力学响应:如线弹性断裂力学的

应力强度因子 K 或弹塑性断裂力学的 J 积分或裂纹张开位移 δ

等; ( 2) 测量表征材料抵抗裂纹扩展的能力的指标:平面应变断裂

韧性 K Ⅰ c 和临界 J 积分值 J Ⅰ c 或裂纹张开位移临界值 δc; ( 3) 根

据裂纹扩展的条件——裂纹扩展准则: f ( K , ⋯) ≤ KⅠ c;或 g ( J )

≤ J Ⅰ c(或 f 2 (δ) ≤ δc ) , 判断裂纹是否会发生失稳扩展,或发生稳

定扩展(利用裂纹扩展的阻力曲线方法)。

    断裂力学

寿命

疲劳裂纹扩展

缺陷评定规范

破损安全设计  

测量材料断裂

韧性与断裂阻力
KⅠc , J Ⅰ c, δc
dJ R/ da ,⋯

含缺陷物体
的力学响应

K i,

( i= Ⅰ ,Ⅱ , Ⅲ )

J , δ⋯

裂纹扩展准则
f ( K i) ≤ K Ⅰc

g ( J ) ≤ J Ⅰc

dJ / da ≤ dJ R / da

图 1.2

然而, 实际情况是:材料和构件存在有初始损伤, 从开始变形

直至破坏,是一个逐渐劣化的过程。随着外载的增加或环境的作

用,其损伤存在一个量变直至破坏的过程。在这个过程中, 损伤基

元的存在和发展演化, 使实际的材料与结构既非均质, 也不连续。

·3·
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因此,人们必须摒弃古典的材料是均匀连续的假设。例如微裂纹、

微孔洞本身就存在几何的不连续;而剪切带内变形存在巨大的梯

度变化更非均质, 并且这种非均匀和不连续还随着变形过程在演

化发展。损伤力学的基本特点就在于研究这种演化。同时又要采

用一些新的平均化的方法,使之便于力学的处理。损伤力学的内容

与方法,既联系和发源于古典的材料力学和断裂力学, 又是它们的

必然发展和重要补充。

按损伤的分类,可分为弹性损伤、弹塑性损伤、疲劳损伤、蠕变

损伤、腐蚀损伤、辐照损伤、剥落损伤等。

通常研究两大类最典型的损伤:由微裂纹萌生与扩展的脆性

损伤和由微孔洞的萌生、长大、汇合与扩展的韧性损伤。介乎两者

之间的还有准脆性损伤。损伤力学主要研究宏观可见缺陷或裂纹

出现以前的力学过程。含宏观裂纹物体的变形以及裂纹的扩展的

研究是断裂力学的内容, 然而利用连续损伤力学的方法也可以分

析裂纹扩展的力学行为。所以, 人们将损伤力学与断裂力学联结在

一起,构成破坏力学或破坏理论的主要内容。

损伤力学研究的主要内容简要地示如图 1.3。

首先,必须选择表征损伤的合适的状态变量——损伤变量;通

过实验途径或连续热力学与连续介质力学途径, 确定含损伤变量

的损伤演化方程和本构关系,并对上述方程作可能的简化;与连续

介质力学的其它场方程一起, 形成损伤力学初边值问题或变分问

题的数学提法,求解物体的应力应变场和损伤场。然后, 根据损伤

的临界条件,来衡量材料与结构的损伤程度和可安全使用的界限。

注意到损伤是作为一个过程由量变而导致破坏来展开的,因此, 利

用损伤力学便有可能动态地跟踪描述损伤破坏的过程, 对于材料

和结构的破坏,给出具体的判断。因此, 它存在着工程应用的广阔

的范围。
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    损伤力学 �      

本构方程与演化方程

 唯象理论

 细观损伤理论

 基于细观的唯象理论

 

破坏预计  寿命预计
↑ ↑
↑
应用

初边值问题

变分提法

损伤变量

定义 , 测定

图 1.3

损伤概念的出现,最初是由预计高温蠕变、构件的寿命而发端

的。早在 1958 年, Kachanov
[ 1 .1]
在研究这一问题时, 提出了连续度

的概念, 得到了简单情况下的连续度的演化方程,可以说, 损伤力

学是由应用的推动而发展的。至今,已在许多重要工程问题中, 获

得广泛的应用。诸如:蠕变与疲劳寿命的预测;脆性体(如混凝土、

岩石、煤等)的受力破坏与稳定性的研究;材料受损过程的力学和

物理(例如电学、热学)性能的预报;材料的强韧化工艺过程中的损

伤机制和增韧力学机理等。

损伤力学研究的难点和重点在于含损伤材料的本构理论和演

化方程。有三种研究途径:唯象的宏观本构理论,细观的本构理论,

基于统计的考虑非局部效应的本构理论。唯象的模型注意研究损

伤的宏观后果;细观的本构理论更易于描述过程的物理与力学的

本质。但因为不同材料和不同的损伤过程其细观机制十分复杂, 且

常常有多种机制交互并存,人们难以在力学模型上穷尽对其机制

的力学描述。但是抓住其主要细观损伤机制的力学模型, 在一定类
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别的材料损伤的描述上,已获得相当的成功。至今人们仍然在寻求

新的损伤理论,例如基于细观过程的唯象损伤理论, 以及基于非平

衡不可逆热力学的损伤统计理论和随机损伤理论。

对于结构的损伤分析,人们常常应用连续损伤理论来解决;而

对于材料设计与强韧化以及优化工艺来说, 利用细观损伤理论更

为合适。总的来讲,从工程应用上看, 考虑细观机制的唯象损伤理

论更具吸引力。对认识损伤演化的过程规律来说, 从统计物理的角

度出发研究损伤演化是更为基础的工作。[ 1 .31 , 1. 32]

著名力学家 Rice 曾有一段话:“从细观模型进行直接计算带

来巨大的复杂性, 它不太可能替代那种唯象的基于结构参数模型

的并且是不太严格的方法。”
[ 1 .30 ]
这可能反映了损伤本构理论研究

发展的这种宏-细观并行发展并相互联结的趋势。

损伤力学发展至今,不过二十多年的历史。目前涌现了许许多

多各种各样的损伤力学理论,但尚未出现比较公认的普遍的理论。

其情形与 20世纪 50 年代塑性理论大发展的状况很相似。时至今

日, 经典的塑性本构理论已逐渐汇流成为大家比较常用的增量理

论与形变理论。相信过不了很久, 工程界将会筛选出一些合用的损

伤理论来。至于损伤力学的发展趋势,当前已现出其端倪:一方面

在工程应用的基础上,进一步发展合用的损伤理论, 其中以基于细

观的考虑结构参数模型的损伤理论和随机损伤理论正以强劲的势

头吸引研究者;发展新的平均化方法和基于统计的损伤力学, 将不

断丰富损伤力学的方法论;发展宏观-细观-微观多层嵌套连接的

损伤理论已是大势所趋;直到目前为止, 我们所研究的损伤都是不

可逆的。研究与生长过程相联系的可自修复的损伤理论, 是生物力

学与生物工程的一个重要组成部分。然而,所有的宏-细-微观各种

层次的损伤理论的发展, 都离不开损伤的宏、细、微观的观察与测

量。因此,发展各种层次的损伤量测方法, 并用于研究各种损伤过

程是发展损伤理论的基础性的工作,也是一切损伤理论赖以建立
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力学模型的源头。审视与改进非平衡不可逆的连续介质力学与热

力学的框架,是损伤理论发展正确性的前提。正在发展的非线性科

学的理论,
[ 1.3 3]
如分形、分岔与混沌、自组织理论、逾渗过程、非线

性增殖理论等,可能为研究损伤提供丰富的思想库, 有赖从事损伤

力学的研究者耕耘开拓。
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第2章 一 维 损 伤 理 论

2.1 一维损伤状态的描述

在外部因素(包括力、温度、辐射等)的作用下, 材料内部将形

成大量的微观缺陷(如微裂纹和微孔洞) ,这些微缺陷的形核、扩展

(或胀大)、汇合将造成材料的逐渐劣化直至破坏。从本质上讲, 这

些微缺陷是离散的,但作为一种简单的近似, 在连续损伤力学中,

所有的微缺陷被连续化, 它们对材料的影响用一个或几个连续的

内部场变量来表示,这种变量称为损伤变量。

1958 年, 在一篇具有里程碑意义的文献中
[ 2. 1]

, Kachanov 提

出用连续度的概念来描述材料的逐渐衰变。从而,材料中复杂的、

离散的衰坏耗散过程得以用一个简单的连续变量来模拟。这样处

理,虽然一定程度上牺牲了材料行为模拟的准确性, 但却换来了计

算的简便。更为重要的是, Kachanov 损伤理论推动了损伤力学的

建立和发展, 此后众多的损伤模型的形成都不同程度上借鉴了

K achanov损伤模型的思想。因此, Kach an ov 的工作
[ 2.1 , 2. 2]对于损

伤力学的重要性就如同 Griffit h 的工作对于断裂力学的重要性。

考虑一均匀受拉的直杆(图 2.1) , 认为材料劣化的主要机制

是由于微缺陷导致的有效承载面积的减小。设其无损状态时的横

截面面积为 A , 损伤后的有效承载面积减小为 A�, 则连续度 ψ的

物理意义为有效承载面积与无损状态的横截面面积之比,即

ψ=
A�

A
( 2.1.1)
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显然,连续度 ψ是一个无量纲的标量场变量, ψ= 1对应于完全没

有缺陷的理想材料状态, ψ= 0对应于完全破坏的没有任何承载

能力的材料状态。

图 2.1 单拉试件的损伤

将外加载荷 F 与有效承载面积 A
�
之比定义为有效应力 σ

�
,即

σ�=
F

A�
=
σ
ψ

( 2.1.2)

式中 σ= F / A 为 Cauchy 应力。连续度是单调减小的, 假设当ψ达

到某一临界值ψc 时, 材料发生断裂,于是材料的破坏条件表示为

ψ= ψc ( 2.1.3)

K achonov 取 ψc = 0, 但实验表明对于大部分金属材料, 0.2 ≤ ψc

≤ 0.8。关于 Kachanov 对蠕变断裂问题的分析方法将在本章第

3, 4节给出。

1963 年, 著名力学家 Rabotnov 同样在研究金属的蠕变本构

方程问题时建议用损伤因子
[ 2. 3, 2. 4]

ω= 1 - ψ ( 2.1.4)

描述损伤。对于完全无损状态, ω= 0 ;对于完全丧失承载能力的

状态, ω= 1。由式( 2.1.1)和( 2.1.4) ,可得

ω=
A - A
�

A
( 2.1.5)

于是,有效应力 σ�与损伤因子的关系为
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σ�=
σ

1 - ω
( 2.1.6)

  我们还可以采用如下的损伤变量定义

Φ=
1
ψ

=
1

1 - ω
( 2.1.7)

此时,有效应力表示为

σ�= σΦ ( 2.1.8)

  Broberg 将损伤变量定义为
[ 2. 5]

ωB = ln
A

A
� ( 2.1.9)

当 A�与 A 比较接近时,由式( 2.1.9)得到的损伤变量与式( 2.1.5)

近似相等。Broberg 定义的优点在于加载过程中的损伤是可以叠

加的。例如,假设面积是分两步减缩的, 首先有效承载面积从 A 减

缩为 A
�
′, 然后再减缩为 A

�
, 在这两步中的损伤分别为

ωB1 = ln
A

A
�
′
,   ωB2 = ln

A
�
′

A
� ( 2.1.10)

于是,总的损伤为

ωB = ln
A

A
�= ωB 1 + ωB2 ( 2.1.11)

  利用式( 2.1.2)和( 2.1.9) ,得

σ
�

= σexpωB ( 2.1.12)

  对于不可压缩材料,直杆的拉伸应变为

ε= ln
L
L 0

= ln
A0

A
( 2.1.13)

式中 A0 和 L 0 为加载前的横截面面积和长度, A 和 L 为变形后的

横截面面积和长度。于是名义应力为

σ0 = σexp( - ε) ( 2.1.14)

  由式( 2.1.12)和( 2.1.14) ,得

σ�= σ0 exp(ε+ ωB ) ( 2.1.15)
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2.2 损伤对材料强度的影响

Janson 和 H ult
[ 2. 6, 2 .7]最早提出将奇异缺陷方法与分布缺陷方

法相结合,即将线弹性断裂力学与连续损伤力学相结合, 并讨论了

一个简单的问题——损伤对材料的理论拉伸强度的影响。

2.2.1 无损伤且表面能密度有限的情况

设材料为无损伤的线弹性晶体材料, 其理论拉伸断裂强度 σ′F

的表达式为

σ
′
F =
γE
b

( 2.2.1)

式中 E 为杨氏模量, b为晶格间距, γ为表面能密度。该公式推导

过程如下:假设一直杆两端承受均匀的拉伸应力 σ(如图 2.2 所

示) , 在断裂前的应变能密度为

U�=
(σ′F ) 2

2E
( 2.2.2)

图 2.2 受拉直杆的断裂

  在材料断裂时,所需的表面能由两个断裂面附近所储藏的应
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变能提供。由于原子间力的作用范围是晶格间距 b的数量级, 提供

此能量的区域深度也应是 b的量级。往往假设在断裂表面两侧提

供表面能的深度各为 2b, 即提供应变能的整个区域深度为 4b, 它

所提供的应变能为

U = 4bAU�=
2A (σ′F ) 2

E
( 2.2.3)

式中 A 为杆的横截面面积。沿横截面出现一对断裂表面所需的能

量为

W = 2γA ( 2.2.4)

由能量条件 U = W, 即得理论断裂强度σ
′
F 的式( 2.2.1)。

这个问题早在 1920年就由著名力学家 Griff ith 研究过。式

( 2.2.1)考虑了表面能密度, 但假设材料不存在任何缺陷或损伤,

而实际上这是不可能的,实验结果发现实际的材料强度与 σ′F 相差

甚远,一般只达到 σ
′
F 的几十分之一。

2.2.2 有损伤但表面能密度为无穷大的情况

这是材料的另一种极端情况。有效应力σ�表示为

σ�=
σ

1 - ω
( 2.2.5)

式中损伤变量ω定义为式( 2.1.5) , 0≤ω≤ 1。设应变ε和损伤变

量ω依赖于有效应力的关系为

ε= G(σ�) ,   ω= g (σ�) ( 2.2.6)

为简单起见,假设式( 2.2.6)均为线性函数,即

ε=
σ�

E
,   ω=

σ�

D
( 2.2.7)

式中 D 称为损伤模量,如图 2.3( a)和( b)所示。式( 2.2.6)中第二

式对单调加载成立,卸载时 ω保持不变。对于无损材料, D = ∞ 。

由式( 2.2.5)和( 2.2.7) ,可得应力应变关系如下

σ= σ�( 1 - ω) = Eε1 -
Eε
D

( 2.2.8)
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图 2.3 应力与应变、损伤的关系

如图 2.3( c)所示。当应力 σ达到 σ″F 时材料发生断裂。由
dσ
dε

= 0,

可得

σ″F =
D
4

( 2.2.9)

因此, 损伤模量 D 是材料断裂强度的 4倍。若不考虑材料的损伤,

即 D = ∞, 则 σ″F = ∞。

如果采用 Broberg定义的对数损伤, 即

ω= ln
A

A�
( 2.2.10)

则式( 2.2.5)和( 2.2.8)变成

σ�= σexpω ( 2.2.11)

σ= Eεexp -
Eε
D

( 2.2.12)

对数损伤的变化范围为 0≤ ω≤ ∞。仍采用式( 2.2.7) , 类似于式

( 2.2.9) , 得到断裂应力和损伤模量的关系为

σ
″
F =

D
e

( 2.2.13)

  如果既采用对数损伤,又采用对数应变, 即

ε= ln
l
l 0

,   ω= ln
A

A�
( 2.2.14)
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对于不可压缩材料,有

σ�= σ0 exp(ε+ ω) ( 2.2.15)

式中σ0 = P / A0 是名义应力, 此时名义断裂应力为

σ
″
F =

E D
e( E + D )

( 2.2.16)

  以上讨论的是两种极端情况下材料的断裂应力。实际上, 材料

既具有有限的表面能密度,同时又有损伤。

2.2.3 有损伤且表面能密度有限的情况

应变和损伤变量依赖于有效应力的关系仍采用式( 2.2.7) , 且

假定变形是完全可逆的, 而损伤是完全不可逆的, 如图 2.3 所示。

图中εF 表示断裂时的应变值, ωF 表示临界损伤因子, σ�F 表示断裂

时的有效应力。εF ,ωF 与 σF 之间的关系为

εF =
σ
�

F

E
=
σF

E ( 1 - ωF )
( 2.2.17)

ωF =
σ�F
D

=
σF

D ( 1 - ωF )
( 2.2.18)

因此,为断裂所提供的应变能为

U = 4bAU�

= 2bAσFεF

=
2b(σF ) 2

E ( 1 - ωF )

( 2.2.19)

将式( 2.2.4)和式( 2.2.19)代入断裂时的能量条件, 得断裂应力为

σF =
γE ( 1 - ωF )

b
( 2.2.20)

由式( 2.2.18)和( 2.2.20)联立求解, 可得到断裂应力 σF 与损伤变量

ωF。这样求出的 σF 显然低于式 ( 2.2.1) 中的 σ′F , 也应该低于式

( 2.2.16)中的σ
″
F , 否则应采用式( 2.2.16)中的σ

″
F 作为断裂应力值。
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2.3 一维蠕变损伤理论

K achanov 损伤模型最初是在分析金属材料受单向拉伸的蠕

变脆性断裂问题时提出的
[ 2. 1, 2 .2]

, 这一模型很快得到人们的重视,

并得以发展和应用 [ 2. 7～ 2.13 ]。对于高温下的金属, 在载荷较大和较

小的情况下,其断裂行为是不同的。当载荷较大时,试件伸长, 横截

面面积减小, 从而引起应力单调增长, 直至材料发生延性断裂, 对

应的细观机制为金属晶粒中微孔洞长大引起的穿晶断裂。当载荷

较小时, 试件的伸长很小, 横截面面积基本上保持常数,但材料内

部的晶界上仍然产生微裂纹和微孔洞,其尺寸随时间长大, 最终汇

合成宏观裂纹,导致材料的晶间脆性断裂。

设试件在加载之前的初始横截面面积为 A0 , 加载后外观横截

面面积减小为 A , 有效的承载面积为 A
�

= A ( 1 - ω) , 则名义应力

σ0、Cau chy 应力 σ、有效应力 σ�分别定义为

σ0 =
F
A0

( 2.3.1)

σ=
F
A

( 2.3.2)

σ�=
F

A�
=

F
A ( 1 - ω)

=
σ

1 - ω
( 2.3.3)

  忽略弹性变形,在考虑损伤情况下蠕变律假设为

dε
dt

= Bσ�n ( 2.3.4)

式中 ε为总应变, B 和 n 为材料常数。在无损情况下, σ�= σ, 式

( 2.3.4)常称为 Norton 律。在研究蠕变损伤时, 还必须建立损伤

的演化方程, 即建立损伤演化率 dω/ dt 与哪些力学量相关联的关

系。对于一些简单的情形, 可以假设演化率方程也具有指数函数的

形式,
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dω
dt

= Cσ�ν= C
σ

1 - ω

ν

( 2.3.5)

式中 C和ν为材料常数。设名义应力σ0保持不变, 则由材料的体积

不可压缩条件 AL = A0 L 0 , 有效应力表示为

σ�=
σ

1 - ω
=
σ0 A0

A( 1 - ω)
=
σ0L

L 0 ( 1 - ω)
=
σ0

1 - ω
expε

( 2.3.6)

下面分三种情况讨论金属材料的蠕变断裂。

2.3.1 无损延性断裂

不考虑损伤(即 ω≡ 0) 的情况下,式( 2.3.6)简化为

σ�= σ0 expε ( 2.3.7)

代入式( 2.3.4) , 得

dε
dt

= Bσn0 exp( nε) ( 2.3.8)

对此式积分,并利用初始条件 ε( 0) = 0, 得

ε( t) = -
1
n

ln( 1 - nBσn0 t) ( 2.3.9)

延性蠕变断裂的条件为ε= ∞, 于是得到延性蠕变断裂的时间为

tR H =
1
nBσ
n
0

( 2.3.10)

这个表达式最初是由 H off 于 1953年导出的
[ 2 .8]
。

2.3.2 有损伤无变形的脆性断裂

不考虑变形(即 ε≡ 0) 的情况下, A = A0 , 式( 2.3.6)中的有

效应力简化为

σ�=
σ0

1 - ω
( 2.3.11)

代入式( 2.3.5)中的损伤演化方程, 得

dω
dt

= Cσ
ν
0 ( 1 - ω)

ν
( 2.3.12)
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对此式积分,并利用初始条件 ω( 0) = 0, 得

ω= 1 - 1 - (ν+ 1) Cσ
ν
0 t

1
ν+ 1 ( 2.3.13)

设损伤脆性断裂的条件为ω= ωc = 1, 于是得脆性断裂的时间为

tRK =
1

(ν+ 1) Cσν0
( 2.3.14)

这个表达式是 K achanov于 1958 年导出的
[ 2.1 ]
。

2.3.3 同时考虑损伤和变形

类似于对数应变的定义

dε=
dL
L

= -
dA
A

( 2.3.15)

采用如下形式的损伤定义 [ 2. 7]

dω= -
dAn

An
( 2.3.16)

式中 An 为假想的有效承载面积, 其定义为

σ�=
F
An

( 2.3.17)

于是式( 2.3.6)中的有效应力改写为

σ�= σ0 exp(ε+ ω) ( 2.3.18)

由式( 2.3.4) , ( 2.3.5)和( 2.3.18) , 得到如下关于有效应力σ�的控

制方程

dσ�

σ�dt
- Bσ�

n
- Cσ�

ν
=

dσ0
σ0 dt

( 2.3.19)

  任意给定加载历史 σ0 ( t) , 即可由上式得到有效应力的变化

过程 σ
�

( t)。例如, 对于如图 2.4所示的 H eaviside 型加载历史, 在

0-1段, 有

1

σ�
dσ�=

1
σ0

dσ0 ( 2.3.20)

由此得到
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图 2.4 Heaviside 型加载历史 σ0 ( t)

及有效应力 σ�( t )

σ�0 = σ0 ( 2.3.21)

此式表明在瞬态加载的过程中, 既没有蠕变变形, 也没有损伤发

展。在 1-2段,式( 2.3.19)简化为

dσ
�

σ�dt
- Bσ
�n

- Cσ
�ν

= 0 ( 2.3.22)

对此式积分,并利用初始条件式( 2.3.21) , 得

t =∫
σ
�

σ
0

Bx n + 1 + Cxν+ 1 - 1
dx ( 2.3.23)

由上式及σ�→ ∞ 的条件,得到同时考虑损伤演化和蠕变变形的断

裂时间为

tR =∫
∞

σ
0

Bx n+ 1 + Cxν+ 1 - 1
dx ( 2.3.24)

  令 C = 0, 即得不考虑损伤的断裂时间, 与式 ( 2.3.10)中的

tR H 相同。令 B = 0, 得到不考虑蠕变变形的断裂时间

tR =
1
νCσ
ν
0

( 2.3.25)

由于所采用的损伤定义不同,式( 2.3.25)与( 2.3.14)中的 tR K略有

差别。当 B > 0, C > 0时,可以得到断裂时间的数值积分结果, 如

图 2.5 所示。由此图可以看出,应力较大时, 可以采用忽略损伤的
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式 ( 2.3.10) ;应力较小时, 可以采用忽略蠕变变形的式 ( 2.3.25) ;

在中等应力水平时, 应同时考虑损 伤和蠕变变形。此外,

Broberg
[ 2. 5] 和 Hult

[ 2.7 ]还对式( 2.3.19) 进行了修正, 考虑了瞬态

加载时引起的应变和损伤的瞬间增加。

图 2.5 三种情况下的蠕变断裂时间 [ 2.7]

2.4 一维蠕变损伤结构的承载能力分析

2.4.1 蠕变断裂的两个阶段

  在蠕变损伤情况下, 如果结构中的应力场是均匀的, 损伤也均

匀发展, 当损伤达到临界值时, 结构发生瞬态断裂。如果应力场不均

匀, 则结构的断裂经历两个阶段。第一阶段称为断裂孕育阶段, 所经

历的时间为 0≤ t ≤ tI , 结构内诸点的损伤因子均小于其断裂临界

值。在 t I 时刻,结构中某一点(或某一区域)的损伤达到临界值而发

生局部断裂。第二阶段称为断裂扩展阶段, t ≥ t I , 弥散的微裂纹汇

合成宏观裂纹, 宏观裂纹在结构中扩展直至结构的完全破坏。

在断裂扩展阶段, 结构中存在两种区域 (图 2.6) , 其一是损

伤尚未达到临界值的区域 V1 , 其二是损伤已经达到临界值的区域

V2。前者仍然承受载荷, 而后者已完全丧失承载能力。两个区域的

交界面称为断裂前缘Σ。断裂前缘Σ是可动的, V2 即是Σ所扫过

的区域。在Σ上 , 恒有ω= ωc , 此处取ωc = 1 , 因此在Σ上有
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dω
dt

=
�ω
�t

+
�ω
�u

du
dt

= 0 ( 2.4.1)

式中 u 为断裂前缘沿扩展方向的距离。

图 2.6 蠕变损伤结构的断裂

采用式( 2.3.5)中的损伤演化方程, 对于任意一点 P , 其应力

为σ( t) , 将式( 2.3.5)改写为

( 1 - ω)
ν
dω= C[σ( t) ]

ν
dt ( 2.4.2)

积分此式并利用初始条件ω( 0) = 0, 得到

ω= 1 - 1 - C(ν+ 1)∫
t

0
[σ(τ) ] νdτ

1
ν+ 1

( 2.4.3)

令ω= 1, 即得到在 t 时刻,损伤前缘应满足如下的方程

C(ν+ 1)∫
t

0
[σ(τ) ]

ν
dτ= 1 ( 2.4.4)

  将式( 2.4.3)代入方程( 2.4.1) ,得到损伤前缘 Σ的运动方程

为

du
dt

= - [σΣ( t) ]
ν �
�u∫

t

0
[σ(τ) ]

ν
dτ

- 1

( 2.4.5)

式中下标Σ表示在断裂前缘上取值。

在应力均匀的情况下,式( 2.4.5)的右端为无穷大,因此, 一旦

某一点处达到了损伤临界值,结构将发生瞬态断裂。
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2.4.2 纯弯梁的蠕变断裂

考虑一矩形纯弯梁的蠕变断裂问题,假设为小应变情况。在断

裂孕育阶段,即 0≤ t < t I , 每一点的损伤因子均小于其临界值, 整

个横截面具有抵抗弯曲的能力, 按式 ( 2.3.4)的蠕变律,横截面上

的正应力分布为

σ=
M
I m0

yμ0   y 0 > 0 ( 2.4.6)

式中μ= 1/ n, M 为弯矩, x 0和 y0 为坐标(图 2.7) , I m0 为截面的广

义惯性矩

I m 0 =
2b
μ+ 2

h
μ+ 2
0 ( 2.4.7)

式中 b和 h0 为梁的宽度和半高。应该指出,在求式( 2.4.6)的应力

分布时,没有考虑损伤对应力场的影响, 即采用的是全解耦方法。

在 y 0 > 0的受拉区内, 损伤因子 ω可由式( 2.4.3)确定, 而在

受压区内, 认为没有损伤发展。最大拉应力σma x 发生在 y 0 = h0处,

为

σma x =
M
I m 0

hμ0 ( 2.4.8)

将上式代入式( 2.4.4) , 可以求得最大拉应力点达到损伤临界值的

断裂孕育时间为

tI = (ν+ 1) C
M
I m 0

ν

h
μν
0

- 1

( 2.4.9)

  在 t = t I 时刻, 靠近 y 0 = h0 的表面层内开始出现断裂区。此

后,断裂前缘 Σ向梁的内部扩展, 如图 2.7所示。假设当 t > t I时,

断裂层的厚度为 2δ, 承载面的中心移至 o点, 选取新坐标系 x , y,

剩余承载面的高度为 2h, 显然有 h = h0 - δ。此时, 应力分布变为

σ=
M
I m

y
μ

( 2.4.10)
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图 2.7 纯弯梁的蠕变破坏 [ 2.2]

式中的广义惯性矩

I m =
2b
μ+ 2

h
μ+ 2

( 2.4.11)

随时间逐渐减小, y 是到当前中性轴的距离, y = y 0 + h0 - h。设

在 t时刻,损伤前缘到达初始坐标为 y 0的点 P , 对于 P 点, y(τ) =

2h( t) - h(τ) , t ≥τ。由方程( 2.4.4)和( 2.4.10) ,得 [ 2 .2]

(ν+ 1) CMν∫
t

0
I - ν

m (τ) [ 2h( t) - h(τ) ] μνdτ= 1

( 2.4.12)

为了简单起见,假设 μν= 1, 对上式微分, 可导出

dh
dt∫

t

0
[ h (τ) ] - 1- 2ndτ+

1
2

h - 2n = 0 ( 2.4.13)

其初始条件为

h( tI ) = h0 ( 2.4.14)

因此,由式( 2.4.13)可知, 当 t = t I 时,

dh
dt

= -
h0

2t I
( 2.4.15)

再将式( 2.4.13)对时间求微分,得到关于 h( t) 的微分方程

d
2
h

dt 2 + 2( n - 1)
1
h

dh
dt

2

= 0 ( 2.4.16)

对此式积分,并利用初始条件确定积分常数, 得到 h 与时间 t 的关
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系为

t
tI

= 1 +
2

2n - 1
1 -

h
h0

2n- 1

( 2.4.17)

  当 h = 0时, 梁完全断裂,相应的断裂时间记为 t′, 则有

t′=
2n + 1
2n - 1

t I ( 2.4.18)

如果取 n = 3 ,则 t′= 1.4tI。可见在梁的最外层达到损伤临界值

以后,还有相当长的一段时间, 梁还可以继续承受外载。

上述的分析方法同样适用于任意载荷下梁的弯曲问题。设梁

中的最大弯矩为 M
*

, 则可以得到断裂孕育时间 t
*
I 和横截面完全

断裂的时间 t
* ′
为

t
*
I = (ν+ 1) C

M*

I m 0

ν

h
μν
0

- 1

( 2.4.19)

t
* ′

=
2n + 1
2n - 1

t
*
I ( 2.4.20)

与纯弯梁蠕变断裂的另一区别表现在断裂前缘不再与梁的中轴线

平行。图 2.8所示为三点弯曲梁的蠕变示意图, 损伤仅局限在一个

窄的楔形区域内。

图 2.8 三点弯曲梁的蠕变断裂 [ 2.2]
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2.5 一维脆塑性损伤模型

脆塑性损伤模型适用于诸如岩石、混凝土、陶瓷、石膏、某些脆

性或准脆性金属材料。这类材料的损伤和变形响应相当复杂, 与延

性金属和合金、聚合物等有明显的差别, 表现在脆性材料的明显的

尺寸效应、拉压性质的不同、应力突然跌落和应变软化、非弹性体

积变形和剪胀效应、变形的非正交性等多方面。针对这一类材料,

Dragon 和 Mróz早在 1979年就提出了一种考虑损伤的三维本构

模型
[ 2. 14]
。此后, 脆性材料的损伤问题得到了相当广泛的研究。关

于岩石和混凝土的损伤力学,可以参见文献[ 2.15] , 本书后面还将

介绍脆性材料损伤方面的一些研究成果。本节侧重于介绍一维脆

塑性损伤模型。

2.5.1 Mazar s 损伤模型
[ 2. 16]

脆性和准脆性材料的应力应变关系一般可以分为线弹性、非

线性强化、应力跌落和应变软化等阶段。但不同脆性材料的行为也

差别很大,实验中得到的应力应变曲线还与实验机的刚度、加载方

式相关。Mazars
[ 2. 16]
将脆性材料的拉伸应力应变关系分两段描述,

设εc是损伤开始时的应变,也是峰值应力σc对应的应变。当ε≤εc

时,认为材料无损伤即 D = 0;当 ε> εc 时, 材料有损伤即 D > 0。

Mazars 用如下公式拟合材料的单向拉伸应力应变曲线

σ=

E 0ε  ( 0 ≤ε≤ εc )

E 0 εc( 1 - AT ) +
ATε

exp[ B T (ε- εc) ]
 (ε≥ εc )

( 2.5.1)

式中 E 0 是线弹性阶段的弹性模量, AT 和 BT 是材料常数, 下标 T

表示拉伸。
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这里以割线模量 E 的变化定义损伤 D, 表示为

D = 1 - E / E 0 ( 2.5.2)

于是损伤材料的应力应变关系为

σ= E 0 ( 1 - D )ε ( 2.5.3)

  比较式 ( 2.5.1)和 ( 2.5.3) , 得到 Mazars 模型中单拉情况下

的损伤演化方程

D =

0 ( 0≤ ε≤εc)

1 -
εc( 1 - AT )
ε

-
AT

exp[ B T (ε- εc) ]
(ε≥εc)

( 2.5.4)

  由 Mazars 模型得到的名义应力 σ、有效应力σ
�= σ/ ( 1 - D )、

损伤 D 随应变ε的变化曲线如图 2.9 所示。经实验验证, 对于一般

的混凝土, 材料常数取值范围为 0.7 ≤ AT ≤ 1, 104 ≤ B T ≤ 105 ,

0.5× 10
- 4
≤ εc ≤ 1.5× 10

- 4
。

图 2.9 Mazars 模型中名义应力、有效应力

和损伤与应变的关系曲线

类似地可以建立单向压缩时的损伤本构关系。单向压缩时的

等效应变εe 为

εe = 〈ε1〉2 +〈ε2〉2 +〈ε3〉2 = - 2 νε1 ( 2.5.5)

式中 ε1 , ε2 和ε3 是主应变, ε1 = ε< 0,ε2 = ε3 = - νε, 角括号定义
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为〈x〉= ( x + ©¦x ©¦) / 2。Mazars 认为,当 εe ≤εc时材料无损伤, 当

εe > εc 时材料有损伤。单向压缩时的应力应变关系拟合为

σ=

E 0ε (εe ≤ εc )

E 0

εc ( 1 - AC )

- 2γ
+

ACε

exp[ B C ( - 2 νε- εc) ]
(εe > εc )

( 2.5.6)

式中压缩时的材料常数 AC 和 BC 的变化范围为 1≤ AC ≤ 1.5, 10
3

≤ B C ≤ 2× 103。单向压缩时的损伤方程为

D =

0   (εe ≤ εc )

1 -
εc( 1 - AC )
εe

-
AC

exp [ BC (εe - εc) ]
  (εe > εc )

( 2.5.7)

2.5.2 Loland 模型
[ 2. 17]

对于混凝土等脆塑性材料,当应力接近峰值应力时, 应力应变

曲线已偏离直线,这意味着应力达到最大值以前, 材料中已经发生

了连续损伤。于是, Loland 将这类材料的损伤分为两个阶段, 第一

个阶段是在应力达到峰值应力之前,即当应变小于峰值应力对应

的应变εc时,在整个材料中发生分布的微裂纹损伤, 第二个阶段是

当应变大于εc时, 损伤主要发生在破坏区内。材料的有效应力σ�=

σ/ ( 1 - D) 与应变ε的关系表示为

σ
�

=
E
�
ε ( 0≤ ε≤εc)

E
�
εc (εc ≤ε≤ εu )

( 2.5.8)

式中εu 是材料断裂应变,即当ε= εu时D = 1, E
�
称为净弹性模量,

定义为

E�=
E

1 - D0
( 2.5.9)

式中 E 为无损的弹性模量, D0 是加载前的初始损伤值。
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利用实验得到的混凝土单拉曲线, 经拟合得到如下的损伤演

化方程

D =
D0 + C1ε

β
( 0 ≤ε≤ εc)

D0 + C1ε
β
c + C2 (ε- εc) (εc < ε≤ εu )

( 2.5.10)

式中 C1 , C2 和 β是材料常数。由 ε= εc 时σ= σc,
dσ
dε

= 0, 并考虑

到ε= εu 时 D = 1, 得到

β=
λ

1 - D0 - λ
,  C1 =

( 1 - D 0 )ε
- β
c

1 + β
,  C2 =

1 - D0 - C1ε
β
c

εu - εc

式中λ= σc/ ( E�εc )。由 Loland 模型得到的名义应力σ、有效应力σ
�、

损伤 D 随应变 ε的变化曲线如图 2.10 所示。

图 2.10 Loland 模型中名义应力、有效应力和

损伤与应变的关系曲线

2.5.3 分段线性损伤模型
[ 2 .18 ]

在余天庆提出的分段线性损伤模型中, 应力应变关系也被分

为两个阶段。当应力达到峰值应力之前即当 ε< εc时, 认为材料中

只有初始损伤, 没有损伤演化, 应力与应变成线弹性关系, 称为第

一阶段;当 ε> εc 以后, 损伤按分段线性关系发展,称为第二阶段。

应力应变关系可用分段线性的折线表示(图 2.11)。当ε> εc时, 应

力应变关系表示为

σ= E εc - C1〈ε©¦
F
M - εc〉- C2〈ε©¦

F
M - εc〉  ( 2.5.11)

式中 C1和 C2为材料常数, 对于一般的混凝土, C1 = 0.8～ 1.2, C2
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= 0.2 ～ 0.5。若不考虑初始损伤, 即 D 0 = 0, 并考虑到当ε= εR

时 D = 1, 得到

εF =
1

C1 - C2
[ ( 1 + C1 )εc - C2εR ] ( 2.5.12)

该模型的特点是物理概念比较清楚,应用比较方便。

图 2.11 分段线性的应力应变曲线 [ 2.18]

2.5.4 分段曲线损伤模型
[ 2 .19 ]

该模型认为在应力达到峰值应力前后都有损伤演化, 并用不

同的曲线方程来拟合,分别表示为

D = A1
ε
εc

B
1

( 0 ≤ε≤ εc )

D = 1 -
A 2

C2
ε
εc

- 1
B

2

+
ε
εc

(ε> εc )

( 2.5.13)

式中 A1 , A2 和 B 1 为材料常数。由边界条件σ©¦ε= ε
c

= σc ,
dσ
dεε= ε

c

=

0得到

A 1 =
Eεc - σc

Eεc
,   B1 =

σ
Eεc - σc

,   A 2 =
σc

Eεc

( 2.5.14)
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B 2 和 C2 为曲线参数,取 B 2 = 1.7, C2 = 0.003σ
2
c。由实验数据, 得

到 A1 = 1/ 6, B1 = 5, A2 = 5/ 6。

由式 ( 2.5.13)得到的损伤随应变的演化曲线如图 2.12( a)所

示。由该模型得到的应力应变曲线如图 2.12 ( b ) 所示, 它与

Mazars 模型很接近。

图 2.12 分段曲线损伤模型中的应力应变曲线

和损伤演化曲线

此外, 钱济成和周建方
[ 2.19 ]
还将该模型进一步简化, 应力应变

关系用两条直线代替(图 2.13( a) ) , 损伤演化方程为(图 2.13( b ) )

D = 0   ( 0≤ ε≤ εc)

D =
εu (ε- εc)
ε(εu - εc)

  (ε> εc)
( 2.5.17)

图 2.13 分段曲线损伤模型的简化
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2.6 一维疲劳损伤理论

在交变载荷作用下,结构中会有大量的微裂纹形核, 并且微裂

纹随着载荷循环次数的增加而逐渐扩展, 最终形成宏观裂纹导致

材料的断裂,这种破坏称为疲劳损伤破坏。在结构破坏之前的载荷

循环次数 N F称为疲劳寿命。当疲劳寿命高于 5× 104 时, 称为高周

疲劳;当疲劳寿命低于 5× 104时, 称为低周疲劳。对于应力水平较

低的高周疲劳,变形主要为弹性变形。对于应力水平较高的低周疲

劳,则往往有塑性变形发生。疲劳过程中的损伤问题由于其重要的

工程意义而得到了人们的高度重视 [ 2. 13, 2 .20～ 2. 24]。

在前面介绍的蠕变损伤理论中,将时间作为参考度量, 损伤是

时间的函数,而在疲劳损伤理论中, 损伤常常表示为载荷循环次数

的函数。一般情况下,疲劳损伤的演化方程可表示为如下形式

δω= f (ω,Δσ, σ,⋯)δN ( 2.6.1)

式中 Δσ为载荷循环中的应力变化幅度, 简称应力幅, σ为平均应

力。随着载荷循环次数的增加,损伤逐渐累积。如何处理损伤的累

积, 是疲劳分析尤其是多级加载情况下疲劳分析中的一个重要问

题。

2.6.1 疲劳损伤的线性累积律

在多级加载情况下,一个最简单的、被广泛采用的疲劳寿命估

计方法是 Miner 提出的线性累积方法。设材料依次承受应力幅为

Δσ1 ,Δσ2 ,⋯ 的循环载荷作用, 经历的载荷循环次数分别为 ΔN 1 ,

ΔN 2 , ⋯, 假设其间损伤的发展 Δω1 , Δω2 ,⋯ 分别与 ΔN 1 / N F 1 ,

ΔN 2 / N F 2⋯ 相联系, 其中 N F 1 , N F 2 , ⋯ 为 Δσ1 , Δσ2 ,⋯ 分别单独作

用时的疲劳寿命。根据 Miner 的线性累积律, 疲劳破坏准则可以

表示为
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∑
k

ΔN k

N F k
= 1 ( 2.6.2)

因此,在等应力幅的循环载荷作用下, 可以认为损伤的演化是线性

的,即

ω=
N
N F

( 2.6.3)

这是一种最简单的疲劳损伤定义。事实上, 线性累积律也可以用于

损伤非线性演化的情况, 为此,应该确定损伤因子 ω和N / N F 的一

一对应关系, 即将 ω表示为由 N / N F 唯一决定的函数。例如, 在两

级加载的情况下,损伤的一种演化曲线如图 2.14( a)所示。

图 2.14 线性的和非线性的损伤累积方法

因此,在采用线性累积律时, 可以定义损伤随载荷循环的演化

规律为如下的线性形式
[ 2. 13]

δω=
δN

N F (Δσ, σ,⋯)
( 2.6.4)

或非线性形式
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δω=
( 1 - ω)

- k

k + 1
δN

N F (Δσ, σ,⋯)
( 2.6.5)

在式( 2.6.4)和( 2.6.5)中,损伤演化与外加的载荷参数无关, 载荷

参数只隐含于 N F 中。应该注意, Miner 的损伤线性累积方法只有

在应力幅和平均应力变化很小的情况下才得到比较好的结果。

2.6.2 疲劳损伤的非线性累积律

如果损伤演化不仅依赖于 N / N F , 而且与载荷的循环参数(如

应力幅Δσ、平均应力σ) 相关, 即损伤与表示载荷的参数不是独立

的变量,则应该采用损伤的非线性累积方法。如图 2.14( b)所示为

一个两级加载的例子,显然有 N 1 / N F 1 + N 2 / N F 2 ≠ 1。

在考虑应力幅影响的情况下, 一种常用的损伤演化方程

为 [ 2. 22]

δω
δN

=
Δσ

2B( 1 - ω)

β

( 1 - ω)
- γ

( 2.6.6)

式中 B, β和γ是与温度相关的材料参数, B 还依赖于平均应力σ,

B = B(σ)。

由式( 2.6.6) , 可以导出

ω= 1 - 1 -
N
N F

1
β+ γ+ 1

( 2.6.7)

式中疲劳寿命 N F 的表示式为

N F (Δσ,σ) =
1

β+ γ+ 1
Δσ

2B(σ)

- β

( 2.6.8)

根据式( 2.6.7)和( 2.6.8) , ln ( 1 - ω) 与 ln( 1 - N / N F ) 成线性关

系, 而 lnN F 与 lnΔσ也成线性关系, 如图 2.15 和 2.16 所示, 由此

可以实验测定参数β+ γ和 B。

Chaboche 提出了一种更复杂的疲劳损伤演化方程
[ 2 .20 ]

δω
δN

= 1 - ( 1 - ω) 1+ β α Δσ
M( 1 - ω)

β

( 2.6.9)
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图 2.15 疲劳损伤的演化 图 2.16 疲劳寿命与应力幅的关系曲线

式中α, β和M 是与温度相关的材料参数, α= α(Δσ) , M = M(σ)。

由式( 2.6.9) , 得到损伤随载荷循环次数的变化关系式

ω= 1 - 1 -
N
N F

1
1- α

1
β+ 1

( 2.6.10)

式中

N F (Δσ,σ) =
1

( 1 - α) ( 1 + β)
Δσ
M

- β

( 2.6.11)

  根据应变等效假设 (见下章) , 将 Ramberg-O sgood 关系中的

Cauchy 应力替换为有效应力 σ
�
, 得到在稳定状态下耦合损伤的

Ramberg-Osgood 硬化律为
[ 2 .22 ]

σ�=
σ

1 - ω
= Kε1 / M ( 2.6.12)

由此假设应力幅Δσ和应变幅 Δε的关系为

Δσ
1 - ω

= K (Δε) 1/ M ( 2.6.13)

如果没有损伤发生,在同样的载荷作用下, 应变幅记为 Δε* , 则应

有

Δσ= K (Δε* ) 1/ M ( 2.6.14)

比较以上两式,得到损伤变量的如下表达式
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ω= 1 -
Δε*

Δε

1/ M

( 2.6.15)

此式表明,在控制应力加载的疲劳实验中, 可以根据应变幅的变化

来确定损伤的演化。

2.6.3 低周疲劳损伤

在低周疲劳情况下,塑性变形变得更重要。此时, 可以将每一

载荷循环中的损伤表示为塑性应变Δε
p
的幂指数函数形式

δω
δN

= f (Δεp ) =
Δε

p

C1

γ
1

( 2.6.16)

积分上式, 并利用 N = 0时ω= 0和 N = N F时 ω= 1的条件, 得

到从损伤力学导出的疲劳寿命的 Coffin-Manson 关系式

N F =
Δεp

C1

- γ
1

( 2.6.17)

  当 Δε
e
较小即应力水平较低时, 损伤演化方程可以表示为应

力幅Δσ的函数, 如

δω
δN

=
Δσ
C2

γ
2

( 2.6.18)

类似于式( 2.6.17) ,有

N F =
Δσ
C2

- γ
2

( 2.6.19)

利用 Δσ= EΔεe, 求出 Δεe, 并将 Δεe 与 Coffin-Manson 关系中的

Δε
p
相加,得到

Δεe + Δεp =
C2

E
N - 1/ γ

2F + C1N - 1/ γ
1F ( 2.6.20)

式中 C1 ,γ1 , C2和γ2是与温度相关的材料参数
[ 2 .13]
。实验表明, 对于

很多材料,式( 2.6.20)都可以表示为如下的相同形式

Δε
e

+ Δε
p

= 3.5
σu
E

N
- 0 .12
F + D

0. 6
u N

- 0. 6
F ( 2.6.21)
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式中σu 为强度极限应力, D u 是表示材料延性的参数,它与颈缩时

的面积减缩 AR 的关系为 D u = - ln( 1 - AR )。

2.7 一维纤维束模型

纤维束模型最早是由 Peirce 在 1926 年提出的 [ 2 .25 ] ,之后有不

少研究 [ 2 .26～2. 30]。在纤维束模型中, 往往应用 Weibull的强度统计

理论
[ 2. 31]

, 认为固体材料的强度很大程度上决定于局部缺陷,而不

是整体的平均行为(如刚度)。这种模型虽然粗糙, 但是对于定性理

解材料的力学行为和破坏机理是很有意义的。

如图 2.17( a ) , 假设纤维束由大量相互平行的、具有相同长度

的纤维组成,且各根纤维相互独立, 即没有侧向的相互作用力。纤

维束的力学性质如强度、刚度等完全取决于每根纤维的性质。一根

纤维的断裂,对应于连续介质中的微裂纹形式的局部断裂, 它可能

引起也可能不引起纤维束的整体破坏。

( a)              ( b)

图 2.17 纤维束模型及其连续化

2.7.1 连续化的纤维束模型

如果纤维的数目非常大, 则可以将纤维束连续化 [ 2. 26] , 即看作
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是由无限大数目的无限薄的纤维组成的一个等效纤维板, 如图

2.17( b)所示。由于假设纤维之间没有相互作用, 所以纤维的顺序

可以任意排列而不影响纤维束总的性质。任意一根纤维在纤维板

中的位置用连续变量 x 表示, 0≤ x ≤ 1。如果纤维束总的横截面

面积为 A 0 , 则一根宽度为 dx 的纤维的横截面面积为 A0 dx。于

是,可以将纤维重新排列, 使杨氏模量 E ( x ) 为可间断的单调增函

数, 而且假设纤维的杨氏模量和断裂应力 σR ( x ) 之间存在一定的

关系,从而使得 σR ( x ) 也是沿 x 单调变化的函数。为简单起见, 这

里取 E ( x ) 和σR ( x ) 均为线性函数, 表示为

E ( x ) = E[ 1 + μ( 2x - 1) ]

σR ( x ) = σR [ 1 + ν( 2x - 1) ]
( 2.7.1)

式中 E 和σR 为平均的杨氏模量和断裂应力,系数 μ和 ν变化范围

为 0 ≤μ≤ 1, 0≤ ν≤ 1。

这里设纤维是理想脆性和突然损伤的,当 σ< σR 时, σ= Eε,

一旦应力达到σR , 纤维立即断裂。关于弹塑性或其它性质的纤维

组成的纤维束的分析可参见文献
[ 2. 7, 2. 27～ 2.3 0]

。

在外载 F 作用下, 每根纤维的伸长应变均为ε, 如果对于所有

的 x ,有εE ( x ) < σR ( x ) , 则所有纤维都保持线弹性。如果 0≤ν≤

1且μ< ν, x = 0处的纤维最先发生断裂,对应的载荷记为 F 0 , 载

荷继续升高时,越来越多的纤维发生断裂, 断裂前缘 x = c沿 x 的

正向扩展。如果 0≤ν≤ 1且 μ> ν, x = 1处的纤维先断裂, 断裂

前缘 x = c沿 x 的反向扩展。断裂前缘 c 由以下条件得到

εE ( c) = σR ( c) ( 2.7.2)

对于 0 ≤ν≤ 1且 μ< ν的情况,对应于断裂前缘 c的载荷为

F ( c) =∫
1

c
εE ( x ) A0 dx =

A0σR ( c)
E( c)∫

1

c
E ( x ) dx ( 2.7.3)

对于 0 ≤ν≤ 1且μ> ν的情况,相应的载荷 F ( c) 与上式类似, 只

需将积分的上下限分别换为 c和 0。由式( 2.7.1)和( 2.7.3) , 得
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F ( c) = A0σR
( 1 - c) ( 1 + μc) ( 1 - ν+ 2νc)

1 - μ+ 2μc
( 2.7.4)

F ( c) 曲线的形状取决于 μ和 ν的相对大小, 如图 2.18所示。

图 2.18 载荷和断裂前缘的关系曲线[ 2.26]

如果

1 + μ2

3 - 2μ+ μ2
< ν< 1 ( 2.7.5)

则当载荷达到 F 0 后, 纤维逐渐发生断裂, 但纤维束总的承载能力

还可以提高。当�F /�c = 0时,载荷达到最大值 F m ( cm ) , 此时断

裂前缘的位置 cm 由以下方程的最小根得到

8μ
2
νc

3
+ ( 2μ

2
+ 10μν- 12μ

2
ν) c

2
+ ( 2μ+ 4ν- 2μ

2

- 10μν+ 6μ
2
ν) c + 1 - 3ν+ μ

2
+ 2μν- μ

2
ν= 0

( 2.7.6)

  如果

μ< ν<
1 + μ

2

3 - 2μ+ μ
2 ( 2.7.7)

则一旦外载达到 F 0 , 纤维束在瞬间发生完全断裂, 即纤维束承受

的最大载荷为

F 0 = A0σR
1 - ν
1 - μ

( 2.7.8)

因此对于μ和 ν的不同范围,纤维束的破坏形式也不同,有渐进破
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坏和瞬态破坏两种,如图 2.19 所示。

图 2.19 纤维束的破坏形式和破坏载荷 [ 2.26]

由式( 2.7.5)可知, 纤维束的性质与杨氏模量的分布有较大关

系。如果假设所有纤维的杨氏模量相同, 则每根纤维承受的应力也

相同,为

σ
*

=
F

A 0 ( 1 - c)
( 2.7.9)

该式与 Kach anov 定义的有效应力有相同的形式, 1 - c在纤维束

模型中的物理意义为剩余纤维的横截面面积与所有纤维的横截面

面积之比, 相当于 K achanov 损伤模型中的连续度 ψ, 而 c则是纤

维束损伤的一个直观的度量, 相当于 Rabot nov 损伤模型中的损

伤因子ω。

2.7.2 蠕变断裂的纤维束模型

下面将连续化的纤维束模型用于分析材料的延性蠕变问

题
[ 2. 7, 2. 26]
。假使纤维的杨氏模量和断裂应力分布仍为式( 2.7.1)。
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忽略弹性变形,且假设每根纤维的变形是线性粘性的, 即

ε
●

( t) =
dε
dt

=
σ( x , t)
M( x )

( 2.7.10)

式中ε为纤维的蠕变应变, σ为真实应力(等于纤维承受的载荷除

以变形后的截面积) , M 为蠕变模量。假设 M 的分布为如下的线

性函数

M( x ) = M[ 1 + λ( 2x - 1) ] ( 2.7.11)

  下面讨论 0≤ μ≤ 1, 0≤ ν≤ 1, - 1≤ λ≤ 1的情况。设纤

维是体积不可压缩的, 则真实应力 σ和名义应力 σ0 = F / A0 的关

系为

∫
1

0
σ( x , t) dx = σ0 expε( t) ( 2.7.12)

由式( 2.7.10)～ ( 2.7.12) , 容易导出在出现纤维断裂之前的应力

分布和应变率为

σ( x , t) =
σ0 M[ 1 + λ( 2x - 1) ]

M - σ0 t
( 2.7.13)

ε
●

( t) =
σ0

M - σ0 t
( 2.7.14)

一旦某一点的应力 σ( x , t) 达到 σR ( x ) 时, 开始出现纤维断裂。若

ν> λ, 在 x = 0处的纤维最先断裂;若ν< λ, x = 1处的纤维最先

断裂。开始发生纤维断裂的时间 t 0 为

t0 =

M
σ0

1 -
σ0
σR

1 - λ
1 - ν   (ν> λ)

M
σ0

1 -
σ0
σR

1 + λ
1 + ν   (ν< λ)

( 2.7.15)

显然, t 0 > 0的条件为

F < F 1 =
A0σR

1 - λ
1 - ν
   (ν> λ)

A0σR
1 + λ
1 + ν
   (ν< λ)

( 2.7.16)
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若 F ≥ F 1 , 加载之后,立即出现纤维的断裂, 并由于μ和 ν的不同

取值, 整个纤维束可能发生瞬态断裂或渐进断裂。若 F < F 1 , 则在

发生纤维断裂之前存在一个孕育断裂的阶段, 孕育断裂的时间为

t 0。达到时刻 t 0 后,在纤维束的 x = 0或 x = 1的一侧开始发生纤

维的断裂,这取决于 ν> λ还是 ν< λ。不妨设ν> λ且λ< 0, 则断

裂前缘从 x = 0开始向右扩展,在 t时刻, 范围 0 < x < c( t) 内的

所有纤维已经断裂。可以导出断裂前缘的扩展速度 c
●

与应变率ε
●

的

关系为

N ( c,λ,ν) c
●

=
σ0
σR
ε
●

expε( t) ( 2.7.17)

式中

N ( c,λ,ν)

=
2(ν- λ) ( 1 + λc) ( 1 - c) - [ 1 + λ( 2c - 1) ] 2 [ 1 + ν( 2c - 1) ]

[ 1 + λ( 2c - 1) ] 2

( 2.7.18)

图 2.20 断裂前缘的临界位置和扩展模式 [ 2.27]

方程 N ( c,λ,ν) = 0的最小根记为 cr (λ,ν)。在 c = cr 之前,速度 c
●

保

持单调增加, 一旦达到 c = cr , 纤维束将立即完全断裂。方程 N ( c,

λ, ν) = 0的根如图 2.20 所示, cr = 0的两条曲线之间的区域为延

迟的瞬态断裂区域,即在经过断裂孕育阶段之后的 t 0 时刻纤维束
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发生瞬态断裂。cr > 0的区域为延迟的渐进断裂区域,即在 t 0 时刻

纤维束的一侧发生断裂并逐渐发展到完全断裂, 在此情况下纤维

束从加载到断裂的总时间为

t r ≈ t 0 + cr
ν( 2 - λ+ λ

2
) - λ- λ

2

( 1 - ν) 2

M
σR

( 2.7.19)

  综上所述, 纤维束的破坏形式有 4 种, 即立即的瞬态断裂

( immediate inst an taneous rupt ure 或 II )、立 即 的 渐 进 断 裂

( immediat e gradual rupt ure 或 IG )、延迟的瞬态断裂 ( delayed

in stant aneous rupture 或 DI)和延迟的渐进断裂 ( delayed gradual

rupt ure 或 DG )。这 4种破坏形式与参数λ和ν的关系如图 2.21 所

示,在不同的破坏形式下纤维束的断裂过程如图 2.22 所示。

断裂前缘 c( t) 在纤维束中的扩展相当于K achanov-Rabotnov

蠕变损伤理论中的损伤因子的演化, Kachanov 假设当损伤因子达

到临界值ωc = 1时,材料发生断裂, 但实验发现实际材料断裂时的

损伤因子远低于此值。由图 2.20可以看出, c的临界值在 0 < cr <

0.547的范围内,这一点与实验结果比较接近。

图 2.21 纤维束的 4 种破坏形式[ 2.27] 图 2.22 纤维束的破坏过程 [ 2.27]
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第3章 三维各向同性损伤理论

在第 2 章中,我们介绍了一维受力情形下的损伤理论, 并简单

介绍了它们在结构承载能力、寿命预计、蠕变断裂等方面的应用。

从本章起,将讨论在三维变形的一般情况下损伤理论的建立和应

用等问题。为了叙述上的方便和便于读者的理解, 我们从各向同性

损伤理论的介绍开始。

3.1 Lemaitr e-Chaboche塑性损伤理论

在一些韧性较好的金属材料中, 损伤经常表现在伴随着大的

塑性 变 形而 发生 的 微 裂纹 和 微 孔洞 的 形 核和 扩 展。在

McClintock
[ 3. 1] , Rice 和 T racey

[ 3 .2]以及后来的一些研究中, 从细

观力学的角度分析了韧性损伤的物理机制, 这类方法能对损伤的

细观过程和物理背景作出较好的解释, 但是难以直接应用于宏观

结构分析。连续损伤力学则从数学的角度引入描述损伤的内变量

——损伤变量,虽然损伤变量也常被赋予一些物理解释, 但是没有

细观力学那样清晰的物理背景, 其优点是容易引入到结构分析中

去, 尤其是借助于 K achanov提出的有效应力的概念
[ 3. 3]
。在韧性

金属材料中,有三类最重要的损伤即塑性损伤、疲劳损伤和蠕变损

伤, 连续损伤力学已经较好地应用到这三类损伤及其耦合存在的

损伤情形 [ 3. 4～3 .12 ]。各向同性损伤的假设对于金属材料的结构承载

能力分析、疲劳和蠕变寿命的预测一般是可以接受的一种近似。

Lemaitre 和 Chaboche 继承了 K achanov和 Rabot nov 的有效
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应力概念,在实验的基础上, 通过一些近似处理, 建立了一种各向

同性的塑性损伤理论 [ 3. 4～3 .8]。

3.1.1 损伤变量和应变等效假设

选取材料的一个代表性体积单元, 设其在垂直于 n 方向上的

总的截面面积为 A, 由于微缺陷 (如微裂纹和微空洞 )的存在, 导

致实际的有效承载面积 A
�
比 A 小,即

A�= A - AD ( 3.1.1)

式中 AD 为考虑了应力集中和缺陷相互作用之后的缺陷面积 (图

3.1)。在各向同性假设的前提下, 损伤变量 ω不随截面方向而变

化,即与 n 无关,可定义为缺陷面积与总面积之比

ω=
AD

A
=

A - A
�

A
( 3.1.2)

式中 ω= 0对应于无损状态, ω= 1对应于材料的完全断裂, 0 <

ω< 1对应于不同程度的损伤状态。事实上, 断裂时的损伤临界值

ωc 一般小于 1。

图 3.1 损伤材料单元

由于损伤导致有效承载面积的减小,有效应力将随之升高。定

义有效应力张量为

σ�ij =
σij

1 - ω
( 3.1.3)

式中 σij 为 Cauchy 应力张量。应该注意到式( 3.1.3)包含了一个假

设,即认为所有缺陷对拉伸和压缩情况的影响是相同的, 这一点限
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制了该损伤理论仅适用于拉伸情况和压缩应力较小的情况。因为

在压缩情况下, 一些微裂纹是闭合的, 有效承载面积大于 A�= A

- AD。

  在含损伤材料中, 要从细观上对每一种缺陷形式和损伤机制

进行分析以确定有效承载面积是很困难的 , 为了能间接地测定损

图 3.2 应变等效假设

伤, Lemait re
[ 3.9 ]于 1971 年提出了有重

要意义的应变等效假设。这一假设认

为:受损材料的变形行为可以只通过有

效应力来体现, 换言之, 损伤材料的本

构关系可以采用无损时的形式, 只要将

其中的应力 σij 替换为有效应力 σ
�
ij 即

可,如图 3.2所示。例如, 损伤材料的一维线弹性关系为

ε
e

=
σ�

E
=
σ

( 1 - ω) E
=
σ

E�
( 3.1.4)

式中 E 为弹性模量,损伤就体现在把无损时的弹性模量 E 减小为

损伤后的弹性模量 E�= ( 1 - ω) E。又如损伤材料中考虑应变强化

的 Ramberg-Osgood 关系式为

εp =
σ�

K

M

=
σ

( 1 - ω) K

M

( 3.1.5)

式中 K 和 M 为材料常数。

3.1.2 热力学势

损伤力学是以含内变量的连续介质热力学为基础建立起来

的。在有损伤情况下, 构造三维本构关系的一种典型方法是假设存

在能量势函数,由它导出动力学本构方程和损伤演化律
[ 3.5]
。根据

确定性原理, 材料的状态函数(例如应力)将唯一地取决于状态变

量(例如应变、温度)的变化历史。材料的力学和热学状态参量, 如

应力、应变、熵、温度等, 可以分成三类,即可观察变量、内变量和与
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之功共轭的变量,见表 3.1。利用这些变量可以将三维情况下的弹

性、塑性、热效应以及损伤模型化。

表 3.1 热力学中的三类变量 [3.5]

可观察变量 内变量 功共轭变量

总应变张量 εij Cauchy 应力张量 σij

温度 T 熵 s

弹性应变张量 εeij 应力张量 σij

塑性应变张量 εpij 应力张量 - σij

损伤累积塑性应变 γ 屈服面半径 Ry + R

背应变张量 αij 背应力张量 X ij

损伤变量 ω 损伤应变能释放率 y

表中 γ是累积塑性应变 p 中与各向同性强化对应的部分, r
●

与 p
●

相差一个系数。R 表示屈服面半径的增长, X ij 表示随动强化引起

的屈服面中心的平移。累积塑性应变率的定义为

p
●

=
dp
dt

=
2
3
ε
●

p
ijε
●

p
ij

1/ 2

( 3.1.6)

  假设材料的本构方程可以由一个状态势函数导出, 选取

H elmholt z自由能

ψ= ψ(εij , T ,ε
e
ij ,ε

p
ij , p , αij , ω) ( 3.1.7)

对于弹塑性材料或弹性粘塑性材料,在 ψ中应变只通过εeij = εij -

εpij 起作用,即

ψ= ψ(εeij , T , p , αij , ω) ( 3.1.8)

Lemaitre 在实验中发现, 许多材料随着损伤的发展, 弹性模量越

来越小,因此认为损伤和材料的弹性相关, 于是把热力学势 (比自

由能) ψ分成不耦合的弹性部分 ψe 和塑性部分 ψp , 只把损伤引入
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ψe 中,而在 ψp 中不反映损伤, 即

ψ= ψe(ε
e
ij , T ,ω) + ψp ( T ,αij , p ) ( 3.1.9)

  由量纲分析, ψe 应是弹性应变张量 εeij 的二次函数和 ( 1 - ω)

的线性函数,为

ψe =
1
2ρ
εeijεeklαij kl( 1 - ω) ( 3.1.10)

式中αij kl 为依赖于温度的 4 阶弹性刚度张量。Lemaitre 给出的 ψp

表达式为 [ 3. 5]

ψp =
R∞
ρ

r +
1
b

exp( - br ) +
X ∞γ

3ρ
αijαij ( 3.1.11)

式中, R∞ 和b是描述各向同性强化的参数, X ∞和γ是描述随动强

化的参数。作为延性损伤的一种近似,假设质量密度ρ是常数。于

是,由 Clausius-Duhem 不等式,损伤材料的弹性应力应变关系为

σij = ρ
�ψ
�εeij

= ε
e
klαij kl ( 1 - ω) ( 3.1.12)

以及与损伤变量ω功共轭的广义热力学力为

y = ρ
�ψ
�ω

= -
1
2
εeijεeklαij kl ( 3.1.13)

- yω即为损伤的不可逆耗散功率。

3.1.3 损伤准则

弹性应变能 W e 定义为

dWe = σij dεeij ( 3.1.14)

由式( 3.1.12)～( 3.1.14) ,得到 y 和 We 的关系式

- y =
We

1 - ω
( 3.1.15)

还可以证明 y 是在恒应力和恒温度情况下 We 对损伤变量的导数

的一半,即
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- y =
1
2
�We

�ω σ
ij

= con st .
( 3.1.16)

式( 3.1.16)表明, ( - y) 的物理意义类似于线弹性断裂力学中的

能量释放率 G, 因此称之为损伤增长时的应变能释放率, 这种能

量释放是由于损伤发生时刚度的降低引起的。现在来求 ( - y ) 的

表达式。弹性应变能 W e包括剪切应变能和体积变化能两部分, 它

们可以通过弹性模量 E 和泊松比ν表示。由损伤材料的本构关系

可得应变偏斜张量 ee
ij 和静水应变 εm =

1
3
εii的弹性关系为

e
e
ij =

1 + ν
E

sij
1 - ω

,  εm =
1 - 2ν

E
σm

1 - ω
( 3.1.17)

式中σm =
1
3
σii为静水应力, sij 为偏斜应力张量。于是,由 We =

e
e
ij sij + 3εmσm , 得

- y =
1
2

1 + ν
E

sij sij
( 1 - ω) 2 +

3( 1 - 2ν)
E

σ
2
m

( 1 - ω) 2

( 3.1.18)

定义 Mises 等效应力σe q 为

σe q =
3
2

sij sij

1
2

( 3.1.19)

则式( 3.1.18)重新写为

- y =
σ2e q

2E ( 1 - ω) 2

2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σm
σe q

2

( 3.1.20)

  在单轴拉伸情况下, σe q = σ, σm =
1
3
σ, 于是

- y =
σ2

2E ( 1 - ω) 2 ( 3.1.21)

  因为 y 是与损伤变量 ω共轭的热力学力, 所以 ω的演化应由

y 控制。类似于 Mises 等效应力,定义损伤等效应力 σ*eq 为
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σ
*
e q = σe q

2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σm
σe q

2
1
2

( 3.1.22)

σ
*
eq 在损伤力学中的作用就相当于 σe q 在塑性力学中的作用, 二者

的一个重要差别在于 σ
*
e q 中包含了三轴应力比 σm /σe q 的影响, 而在

塑性力学中塑性变形一般与静水应力无关。大量的实验和理论研

究表明,三轴应力比对材料的损伤演化和断裂起着重要的作用, 三

轴应力比越高,材料断裂时的韧性越差即材料显得越脆。再定义损

伤有效等效应力为

σ�*eq =
σ*eq

( 1 - ω)
( 3.1.23)

则式( 3.1.20)又可写成

- y =
1

2E
σ
�*

e q
2

( 3.1.24)

  在假设内禀力学耗散和热耗散不耦合的情况下,热力学第二

定律可以表示为

σijε
●

p
ij - Rp

●

- yω
●

≥ 0 ( 3.1.25)

假定塑性过程和损伤过程是独立的,则上式要求塑性耗散率和损

伤耗散率均非负,即

σijε
●

p
ij - Rp

●

≥ 0,   - yω
●

≥ 0 ( 3.1.26)

  因为 ( - y ) 是正的, ω
●

也必为正, 即损伤变量的演化是单调增

的。随着外载荷的增加,损伤将不断发展直至材料发生完全断裂。

类似于线弹性断裂力学中的破坏准则, 定义损伤材料的断裂准则

为:损伤变量达到其临界断裂值 ωc , 即

ω= ωc ( 3.1.27)

或用损伤能量释放率表示为

- y = y c ( 3.1.28)

式中ωc 和 y c 为材料参数,二者的关系为

y c =
σ

2
R

2E ( 1 - ωc)
2 ( 3.1.29)

·35·



式中σR 是单轴拉伸时的破坏应力值。所以

σ�R =
σR

1 - ωc
= 2Ey c

1
2 ( 3.1.30)

这就是 Orowan 的脆性断裂条件。由式( 3.1.30) , 材料的损伤临界

值为

ωc = 1 -
σR

2Ey c

( 3.1.31)

对于金属材料,实验表明 0.2≤ ωc ≤ 0.8。

3.1.4 损伤演化方程

为了进一步得到损伤变量的演化方程, 假设存在一个外凸的

耗散势函数 f (ε
●

p
ij , p

●

, ω
●

, qi;ε
●

e
ij , T , p , ω) , 其中 qi是热流矢量。并由

Legendre 变换得到对偶的势函数 f * (ε
●

p
ij , p

●

, y , qi;ε
●

e
ij , T , p ,ω) , 根

据正交法则可得到损伤演化的动力学方程

ω
●

= -
�f *

�y
( 3.1.32)

以及在应力空间中应变用应力表示的损伤本构方程。但是

Lemaitre 没有采用这种方法, 而是放弃了正交法则, 由应变等效

假设和无损材料的本构关系直接写出损伤材料的应力应变关系,

并从实验出发,假设了损伤演化方程的形式。认为在塑性和损伤均

为各向同性的情况下, 耗散势 f
*
仅依赖 于 y , p

●

和 T , 且假设为

- y 的二次函数和 p
●

的一次函数, 即

f * ( y , p
●

, T ) =
S 0

s0 + 1
- y
S 0

s
0

+ 1

p
●

( 3.1.33)

式中 S 0 和 s0 为材料参数。由此得到损伤演化方程为

ω
●

= -
�f
*

�y
=

- y
S 0

s
0

p
●

( 3.1.34)

  对于三维情况,设弹性应变相对于塑性应变很小而可以忽略,
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于是,式( 3.1.6)变成

p
●

=
2
3
ε
●

ijε
●

ij

1 / 2

( 3.1.35)

采用损伤材料的 Ramberg-Osgood 硬化律关系式

p =
σeq

( 1 - ω) K

M

 或  
σeq

1 - ω
= K p

1/ M
  ( 3.1.36)

并采用式( 3.1.20)和( 3.1.34) ,得到损伤演化方程为

ω
●

=
K 2

2ES 0

2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σm
σe q

2

p
2/ M

s
0

p
●

( 3.1.37)

  在比例加载的情况下,各点的主应力方向保持不变, 有

σij ( x , t) = α( t)σij ( x ) ( 3.1.38)

式中α( t) 为标量因子。此时,三轴应力比σm /σe q也保持常数。设 p D

是损伤的应变门槛值, 即对于 p < p D , 恒有 ω
●

= 0。于是, 由式

( 3.1.37)积分,可以得到损伤变量 ω和累积塑性应变 p 的关系为

ω= ωc〈p ( 2s
0

+ M ) / M - p ( 2s
0

+ M ) / M
D

p
( 2s

0
+ M ) / M

R - p
( 2s

0
+ M ) / M

D 〉 ( 3.1.39)

式中 p R 是ω= ωc时材料的断裂应变, 它与三轴应力比相关。损伤

变量的临界值ωc 为

ωc =
K

2

2ES 0

2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σm
σeq

2 s
0

×
M

2s0 + M p R

2s
0

+ M

M - p D

2s
0

+ M

M ( 3.1.40)

  对于金属材料,当变形较大时, 硬化指数 M 往往很大(对于理

想塑性材料, M = ∞) , 而 s0 是 1的量级, 因此 ( M + 2s0 ) / M 接近

于 1。虽然 p R 和 p D与三轴应力比相关, 但可以近似假设 p D / p R 与

三轴应力比无关,有

p D

p R
=
εD
εR

( 3.1.41)
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式中εD和εR 是单向拉伸情况下的损伤应变门槛值和断裂应变值。由

式( 3.1.40)以及 ( M + 2s0 ) / M = 1, 得到单向拉伸时的断裂应变

εR =
ωc

1 - εD /εR
2ES 0

K
2

s
0

( 3.1.42)

以及三轴应力下的断裂应变

p R = εR
2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σm
σeq

2 s
0

( 3.1.43)

三轴应力比对断裂应变值的影响如图 3.3 所示, 实线为 Lemaitre-

Chaboche 损伤理论即式 ( 3.1.43)的结果, 虚线为 McClintock
[ 3.1 ]

或 Rice和 T racey
[ 3. 2]的结果,“·”和“× ”为两种钢材的实验点。于

是,式( 3.1.39)简化为如下的线性形式

图 3.3 三轴应力比对断裂应变的影响[ 3.7]

ω= ωc〈pεR / p R - εD
εR - εD 〉 ( 3.1.44)

在单向拉伸的情况下,该式简化为

ω= ωc〈ε- εDεR - εD〉 ( 3.1.45)
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3.1.5 参数的实验测定

通过单向拉伸实验可以测定 Lemait re-Chaboche 损伤模型中

的三个材料参数 εD ,εR 和 ωc。εD 和 ωc 的测定需要测量损伤。

Lemaitre 利用有效应力的概念, 通过单向拉伸过程中弹性模量损

伤的变化测量损伤ω。由损伤弹性模量 E
�

= ( 1 - ω) E , 可得

ω= 1 -
E�

E
( 3.1.46)

图 3.4 铜的单向拉伸曲线

室温下 99.9%的铜的单向拉伸曲线如图 3.4 所示, 6 种材料的损

伤演化曲线如图 3.5所示,图中横坐标为对数应变。由损伤演化曲

线可以得到损伤模型中的三个材料参数。可以看出, 正如上面的理
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论预测,在单向拉伸情况下损伤演化与塑性应变近似成线性关系。

图 3.5 6 种材料的损伤演化曲线

在本节介绍的损伤模型中, Lemaitre 牺牲了正交法则, 而是

强制性地假设了损伤演化方程的形式,以和实验结果相符合, 因此

这一损伤理论没有严格满足热力学的全部基本方程。但是对于其

所研究的一类材料, 该模型是适用的。而且由于其简单方便,

Lemaitre-Chaboch e 塑性损伤模型受到工程师的欢迎, 并被推广

应用于蠕变、疲劳以及蠕变与疲劳相互作用的情况
[ 3 .4]
。
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3.2 Kachanov蠕变损伤理论
[ 3.3]

3.2.1 蠕变方程

  在 Kach an ov 蠕变损伤理论中,只考虑稳定的蠕变阶段,且忽

略弹性变形,假设材料是不可压的, 即

ε
●

ii = 0

假设应力张量和应变张量的主轴相重合,因此有

ε
●

ij = λsij ( 3.2.1)

式中 λ是一个标量因子。定义剪切应变率强度 H 和剪切应力强度

Q 如下

H = 2ε
●

ijε
●

ij
1/ 2

,   Q =
1
2

sij sij
1 / 2

( 3.2.2)

  在 Kachanov 损伤理论中,假设蠕变变形与静水应力σm 无关。

剪切应力强度和剪切应变率强度的关系为

H = f ( Q) Q 或  Q = g ( H ) H ( 3.2.3)

于是有

2ε
●

ij = f ( Q) sij 或  sij = 2g ( H )ε
●

ij ( 3.2.4)

  在幂次蠕变律的情况下,设

H = B′Q
n
,   Q = B′H

μ
( 3.2.5)

式中 B′> 0 和 n ≥ 1为材料参数。

μ=
1
n

,   B′= ( B′) - μ,   0 < μ≤ 1

如果结构内的温差不是太大, 则可以在一定的温度范围内认为 n

为常数,而 B′视为温度 θ的函数, 即 B′= B′(θ)。

由式( 3.2.5)可以导出 B′和第 2章的 K achanov 一维蠕变损

伤理论中式( 2.3.5)的蠕变系数 B 的关系为

B′= 3
( n+ 1) / 2

B
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此时,有

f ( Q) = B′Q
n- 1

,  g ( H ) = B′H
μ- 1

( 3.2.6)

容易证明

sij =
�Q

2

�σij
=
�Q

2

�sij
( 3.2.7)

因此,蠕变方程式( 3.2.4)可以写成如下的形式

2ε
●

ij = f ( Q)
�Q

2

�σij
( 3.2.8)

即在应力空间中,应变率张量 ε
●

ij 垂直于流动面

Q2 = 常数

引入一个新的外凸的流动面

F (σij ) = 常数 ( 3.2.9)

并同样利用正交法则,得到一个具有更一般意义的蠕变流动方程

2ε
●

ij = λ
�F
�σij

( 3.2.10)

式中λ为一标量因子。如果考虑材料的强化,有

λ= λ( Q,Γ)

式中Γ称为 Odquist 参数,

Γ=∫
t

0
H dt

如果同时考虑塑性变形, 则总应变率包括塑性应变率 ε
●

p
ij 和蠕变应

变率ε
●

c
ij , 即

ε
●

ij = ε
●

p
ij + ε

●

c
ij ( 3.2.11)

式中ε
●

p
ij 由塑性力学的理论得到。

3.2.2 断裂准则和损伤动力学方程

第 2 章式( 2.3.14)给出了单轴拉伸情况下蠕变脆性断裂时间

的表达式
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tR K = (ν+ 1) Cσν0
- 1

在多轴蠕变情况下,将材料发生脆性断裂的时间 tR 表示为类似的

形式

tR = f (σ
*

) ( 3.2.12)

式中σ* 为等效应力。常用的等效应力有三种定义, 最简单的是假

设等效应力等于最大主应力σ1 , 即

σ
*

= σ1 ( 3.2.13)

对于某些金属(如铜和一些钢材) ,这一定义和实验数据比较符合。

如果引入剪切应力强度的影响,等效应力表示为

σ
*

= ασ1 + ( 1 - α) Q ( 3.2.14)

式中 0 ≤ α≤ 1为一常数, 它与实验数据相符得更好。H ayh urst

等 [ 3. 11]给出了一种更为一般的形式

σ* = ασ1 + βQ + γσm ( 3.2.15)

式中α, β和 γ均为材料常数。

假设损伤的演化取决于有效等效应力σ* /ψ, 即

dψ
dt

= F
σ
*

ψ
( 3.2.16)

为简单起见,设连续度的演化方程为幂函数形式

dψ
dt

= - C
σ*

ψ

ν

( 3.2.17)

式中 C > 0和 ν≥ 1为材料常数。

3.2.3 断裂前缘

如果结构中的应力是非均匀的,其断裂过程分为两个阶段。第

一阶段( 0≤ t≤ tI )称为断裂孕育阶段, 此时各点的连续度均为正

值。在时刻 tI , 结构中的某一点或某一区域开始发生断裂, 宏观裂

纹开始形成。第二阶段( t > tI )称为断裂扩展阶段, 达到损伤临界

值的区域逐渐扩展。
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如图 3.6所示,设在 t 时刻( t > tI ) , 区域 V2 内的各点达到了

图 3.6 断裂前缘的扩展

损伤临界值, 它与结构中剩余区域 V1 (其

内部ψ> 0) 的动态分界面 Σ定义为断裂

前缘。在Σ上, 恒有ψ= 0, 因此,

dψ
dt

=
�ψ
�t

+
�ψ
�u
�u
�t

= 0   ( 3.2.18)

式中 u为断裂前缘沿扩展方向的距离。由

式( 3.2.17)和( 3.2.18) , 得到断裂前缘的

运动方程为

du
dt

= - σ
*
Σ
ν �
�u∫

t

0
σ* (τ)

ν
dτ

- 1

( 3.2.19)

断裂前缘的方程还可以写成其它的形式。在固定点的等效应力σ
*

是时间的函数,如果在 t时刻,断裂前缘到达了该点, 即 ψ= 0, 则

有

C(ν+ 1)∫
t

0
σ
*

(τ)
νdτ= 1 ( 3.2.20)

3.2.4 厚壁圆筒的断裂 [ 3 .3]

作为一个简单的例子, 我们考虑承受内压的厚壁圆筒的脆性

断裂。如图 3.7所示, 筒的内外半径分别为 a 0和 b0 , 断裂前缘的半

径为 b( t)。在稳态蠕变阶段,筒壁内的应力分布近似为

σr = s 1 -
b
r

2μ

,  σφ= s 1 + ( 2μ- 1)
b
r

2μ

( 3.2.21)

式中 s = s(β) = p (β2μ - 1) ,β= b/ a 0 ,β0 = b0 / a0 和 s0 = s(β0 )

由于σr < 0,σφ> 0,因此取σ* = σφ,即蠕变断裂时间只与σφ有

关。如果蠕变指数 n = 2, 应力σφ为常数,筒壁内各点同时达到损

伤临界值,厚壁圆筒瞬间发生完全断裂。如果 n < 2, 断裂从内壁

开始向外扩展。如果 n > 2且β≤ ( 1 - 2μ)
- n/ 2

,筒壁内各点的σφ

·26·



图 3.7 厚壁圆筒的脆性断裂

均为拉应力,断裂从外壁开始向内扩展(图 3.7)。下面只讨论这最

后一种情况,断裂孕育时间为

t I = (ν+ 1) C( 2μs)
ν - 1

( 3.2.22)

在时刻 t I , 厚壁圆筒的外壁处形成一断裂前缘, 在时刻 t, 断裂前

缘的半径扩展为 b( t)。在式 ( 3.2.19 ) 中, 取 σ= σφ, 并将 s =

s[β(τ) ] , b = b(τ) , r / a 0 = β(τ) 代入, 得到方程

dβ
dt

= -
sν(β)
Φ(β,μ,ν)

( 3.2.23)

式中

Φ(β, μ, ν) =
ν( 1 - 2μ)

( 2μ)
ν- 1∫

t

0
s
ν
[β(τ) ]

× 1 + ( 2μ- 1)
β(τ)
β( t)

2μ ν- 1
β(τ)
β( t)

2μ
dτ
β(τ)

( 3.2.24)

初始条件为当 t = t I 时

β= β0 ( 3.2.25)
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  方程( 3.2.23)可以用数值方法分两段( 0≤ t≤ t I和 t > tI ) 进

行求解。图 3.8给出了β0 = 2, n = 4和 n = 6两种情况下β( t/ tI )

的数值解。可以看出, 断裂前缘在开始时扩展缓慢,并逐渐变快。在

一段相当长的时间内, 已经发生局部断裂的厚壁圆筒仍然可以承

受内压作用。在内压作用下厚壁圆筒的蠕变脆性断裂过程中, 外壁

常常出现一组裂纹, 这在一定程度上与断裂前缘的扩展有关。最

终,一个(或几个)裂纹穿透筒壁(图 3.9)。Kachanov
[ 3 .3]
用上述损

伤模型进一步分析了延性裂纹扩展的问题。

图 3.8 厚壁圆筒断裂前缘的数值解 [ 3.3]
图 3.9 厚壁圆筒的蠕变脆性断裂

3.3 Rousselier 损伤理论

在前面 3.1 节中, Lemaitre 所定义的损伤是基于损伤材料的

弹性模量 E�比初始无损时的弹性模量 E 低, 而 Rousselier 所考虑

的损伤则表现在损伤材料的质量密度 ρ低于无损的质量密度 ρ0 ,

这属于宏观的体膨胀损伤模型。由于塑性损伤和延性断裂往往发

生在塑性变形较大的情况,因此需要考虑大变形
[ 3 .12 ]
。
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Rousselier 损伤模型是在广义标准材料和连续热力学的框架

下导出的,即假设存在耗散势函数, 塑性应变和其它内变量的变化

满足正交法则。为简单起见,这里假设材料的硬化是各向同性的,

用一个标量内变量α1 = p (累积塑性应变)描述, 这种假设主要适

用于单调加载的情况。当然, Rousselier 模型也可以推广到各向异

性硬化的情况。同时,假设延性损伤也为各向同性的, 用另一个与

材料密度相关的标量内变量α2 = β表示。

假设材料的变形过程为等温过程,比自由能的形式为

ψ(εeij , p ,β) =
1
2
εeijΛij klεekl + ψ1 ( p ) + ψ2 (β) ( 3.3.1)

式中第一项表示可恢复的弹性能 ψe, 而其余两项 ψ1 + ψ2 表示不

可恢复的自由能,与位错、残余应力、微缺陷等有关。将自由能分成

以上三项意味着 4阶的弹性刚度张量 Λij kl 是不随损伤和硬化而变

化的,损伤过程和硬化过程之间的相互作用也略去不计。弹性本构

关系为

σij =
ρ
ρ0
�ψ
�εeij

=
ρ
ρ0
Λij klεekl ( 3.3.2)

由于密度 ρ随损伤变化, 因此,有效弹性模量 Λ
�
ij kl =
ρ
ρ0
Λij kl 也随损

伤而变化。将式( 3.3.1)中的第一项 ψe、式 ( 3.3.2)中的 σij 同式

( 3.1.10)和( 3.1.12)相比较, 可以看出, Lemait re-Chaboche 理论

相当于取损伤变量ω按下式依赖于质量密度 ρ

ω= 1 -
ρ
ρ0

( 3.3.3)

同时取αij kl = Λij kl ,这里ρ0表示初始无损构形中的质量密度。此外,

Rousselier 损 伤理论与 Lemait re 损伤理论 的区别 还在于:

( 1) Lemait re假设损伤只体现在弹性比自由能中, 而在 Rousselier

给出的自由能表达式( 3.3.1)中, 还考虑了与损伤有关的第三项

ψ2 (β) ; ( 2) Lemaitre 没有研究塑性势,也没有利用全部正交法则,
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而 Rousselier 建立了含损伤的塑性势, 并按正交法则推导了本构

关系和损伤演化方程。

在不计损伤时, Mises 形式的塑性势为

F
ρ0
ρ
σij , R = J

ρ0
ρ
σij - R - σs ( 3.3.4)

式中 R 表示屈服面的膨胀, σs 为初始屈服应力, J (σij ) 为应力张

量σij 的第二不变量

J (σij ) =
3
2

sij sij = σeq
( 3.3.5)

  引入损伤以后,塑性势应与静水应力σm 有关, Rousselier 假设

在应力空间
ρ0
ρ
σij , R , Y 中的塑性势为

F
ρ0
ρ
σij , R, Y = J

ρ0
ρ
σij - R - 3 Yg

ρ0
ρ
σm - σs

( 3.3.6)

把塑性应变率 d p
ij 和应力σij 分解成偏斜张量和球形张量之和, 即

d
p
ij = ( d

p
ij )′+ d

p
mδij

σij = σ
′
ij + σmδij = sij + σmδij ( 3.3.7)

由以上各式,得

R =
dψ1 ( p )

dp
,  Y =

dψ2 (β)
dβ

( 3.3.8)

( d
p
ij )′= λ
�F
�σ
′
ij

=
3
2
λ

sij

J
ρ0
ρ
σij

d
p
m = λ
�F
�σm

= - λ
Y

3

dg
ρ0
ρ
σm

d
ρ0
ρ
σm

( 3.3.9)

p
●

= λ=
2
3

( d
p
ij )′( d

p
ij )′

1 / 2

( 3.3.10)
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β
●

= 3λg
ρ0
ρ
σm ( 3.3.11)

  由式( 3.3.6)可得材料的硬化曲线为

ρ0
ρ
σe q -

dψ1 ( p )
dp

- 3
dψ2 (β)

dβ
g
ρ0
ρ
σm - σs = 0

( 3.3.12)

式中 p =∫p
●

dt。若无损伤存在,硬化曲线简化为

ρ0
ρ
σe q -

dψ1 ( p )
dp

- σs = 0 ( 3.3.13)

  下面来确定塑性势( 3.3.6)中的函数 g (ρ0σm /ρ) 。由于损伤变

量 β是与质量密度 ρ相联系的, 因此β= β(ρ) , 例如β= 1 - ρ/ρ0

或其它形式的函数。同时,由式( 3.3.9)可以看出函数 g (ρ0σm /ρ)

与体积塑性变形有关。由质量守恒定律以及 divV = 3d m ≈ 3d p
m ,

得

ρ
●

+ 3ρd
P
m = 0 ( 3.3.14)

将ρ
●

= β
●

/ ( dβ/ dρ) 代入此方程并利用式( 3.3.9)和( 3.3.11) ,得

1
g (ρ0σm /ρ)

dg (ρ0σm /ρ)
d(ρ0σm /ρ)

=
1

Yρ( dβ/ dρ)
( 3.3.15)

根据式 ( 3.3.8) , 式 ( 3.3.15 ) 右端为 β(ρ) 的函数。因此式

( 3.3.15)两端必须恒等于一常数,记为 C1 /σs , 则可解出

g
ρ0
ρ
σm = C2 exp

C1ρ0σm
ρσs

( 3.3.16)

式中 C2 为积分常数。为了保证损伤随三轴应力而增加,同时由于

β
●

> 0,要求常数 C1 和 C2 均为正。

由式( 3.3.11)和( 3.3.16) ,可得

β
●

= 3λC2exp
C1ρ0σm
ρσs

( 3.3.17)

上式表明损伤变量的增长率和平均应力成指数关系,这和实验及
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其它的理论结果是一致的。根据上面的讨论, 函数 β(ρ/ρ0 ) 和

ψ2 (β) 之间存在如下关系

C1 (ρ/ρ0 )β′(ρ/ρ0 )ψ
′
2 (β) = σs ( 3.3.18)

式中函数β(ρ/ρ0 ) 和ψ2 (β) 可以由细观力学分析或实验确定, 其中

一个已经确定,另一个容易由上式导出。例如, β(ρ/ρ0 ) 的几种简

单选择及其对应的ψ2 (β) 为

β= 1 -
ρ
ρ0

,  ψ2 (β) =
σs
C1

ln ( 1 - β) ( 3.3.19)

β=
ρ0
ρ

- 1,  ψ2 (β) =
σs
C1

ln ( 1 + β) ( 3.3.20)

β= f - f 0 ,  ψ2 (β) =
σs
C1

ln ( 1 - f 0 - β) ( 3.3.21)

式中, f 为孔洞的体积百分比, f 0 为 f 的初始值。假设基体材料的

塑性变形是不可压的,则有

ρ
ρ0

=
1 - f
1 - f 0

( 3.3.22)

  式( 3.3.9)中的λ可以由 F = 0, F
●

= 0的一致性条件得到。由

式( 3.3.7)和( 3.3.9)可以导出 Rousselier 损伤模型下的塑性本构

关系为

d p
ij = - λ

1

3

dψ2 (β)
dβ

dg (ρ0σm /ρ)
d(ρ0σm /ρ)

δij +
3
2
λ

sij
J (ρ0σij /ρ)

( 3.3.23)

式( 3.3.16)说明 g (ρ0σm /ρ) 只能是指数型函数, 而 ψ2 函数则取决

于 β(ρ) 的选取, β(ρ) 可以有若干种选择, 相应的 ψ2 会有不同的

形式。

由以上各式,可以得到总的应变率为

d ij =
Dεeij
Dt

+ d p
ij ( 3.3.24)

利用式( 3.3.2) , 得到
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D
Dt
ρ0
ρ
σij =

Dε
e
kl

Dt
Λij kl = Λij kl( dij - dp

ij ) ( 3.3.25)

式中
D
Dt

( ) 表示 Jaumann 导数。

D
Dt
ρ0
ρ
σij =

d
dt
ρ0
ρ
σij -
ρ0
ρ
ωikσkj +
ρ0
ρ
σikωkj ( 3.3.26)

式中ωij 为旋转张量。

通过上面的介绍可以看出, Rousselier 理论严格地遵循了连

续热力学的理论, 满足了正交法则, 因此, 从连续热力学理论的角

度看,该理论的形式是比较完美的。这一理论的建立曾一度引起力

学界的关注, 尽管如此, Rousselier 损伤理论并未得到普遍应用,

其原因是这一理论和 Lemaitre-Chaboch e的损伤模型相比是复杂

的,用材料的质量密度作为损伤变量, 给损伤的测量也带来不便。

以上介绍了三种具有代表性的三维各向同性连续损伤模型,

其共同的特点即认为损伤是各向同性的,其损伤变量都是标量。从

连续损伤力学的现状来看,其研究方法基本上已经趋于成熟, 但是

一种为大家普遍接受的损伤理论尚没有出现, 众多的损伤理论正

处在发展和优胜劣汰的阶段。损伤力学的研究已经得到了越来越

多的重视。从损伤力学的发展过程来看, 我们可以引发出下列的看

法:

( 1) 建立连续损伤模型的一个基本方法是从连续热力学的框

架出发,正确描述材料的热力学势函数, 并通过热力学的基本方程

得到损伤本构关系和损伤的演化方程。目前已经建立的连续损伤

理论有很多种,大都是沿着这样的基本思路得到的。

( 2) 损伤力学中很关键的问题是损伤演化方程的建立, 但是

人们很难对所有的材料和所有的损伤机制给出一个具有普遍性的

损伤演化方程。目前已有的损伤模型, 例如 Lemait re-Chaboche 模

型,往往只能就某一类材料得到比较好的结果, 而对于其它材料则

不便应用。因此, 如果将工程中的材料及其典型的损伤机制进行分
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类, 分门别类地给出损伤的演化方程, 并应用到实际工程问题中

去,这或许是损伤力学应用的一条可行路径。

( 3) 发展损伤力学的目的之一是应用于工程实际问题的破坏

分析,因此如何得到一个工程可用的、又有一定精度的并力求满足

连续热力学所有方程的损伤模型, 发展简便有效的损伤力学计算

方法,是工程力学研究者的一个重要任务。

3.4 含损伤结构定解问题的求解方法

和以往的固体力学理论相比,损伤力学为结构的强度校核、寿

命预测、稳定性分析提供了一种更为合理的途径。另一方面, 由于

损伤变量的引入,含损伤结构定解问题的方程数目需要增加, 除了

本构关系、平衡方程、几何关系(或协调方程)、初始条件和边界条

件以外,还应引入损伤的演化方程, 而且含损伤的本构关系较无损

的本构关系往往更为复杂,因此, 含损伤结构定解问题的求解也变

得更为困难。为了得到结构中每一点的应力、应变和损伤随时间

(或载荷)的变化,有如下三种方法可供采用。

3.4.1 全解耦方法

在全解耦方法中,认为损伤对结构中的应力应变场没有影响。

用全解耦方法进行结构分析的基本过程如图 3.10所示。首先不考

虑损伤, 利用无损材料的本构关系、平衡方程求解应力场和应变

场,然后代入损伤的演化方程, 得到损伤场随时间(或载荷)的变化

历史,进而根据材料的损伤断裂判据确定结构的承载能力或寿命。

例如,在不考虑蠕变的弹塑性分析中, 可以采用如下经典的弹塑性

本构关系 [ 3. 13]

εij = εeij + εpij
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结构

初边值条件

载荷条件

无损本构关系
平衡和几何方程

结构分析

应力应变场
损伤演化方程

损伤断裂判据

损伤力学

承载能力分析

宏观裂纹形成

蠕变 (或疲劳 )

寿命预测

图 3.10 全解耦方法

ε
e
ij =

1 + ν
E
σij -
ν
E
σkkδij

ε
p
ij = λ
�f
�σij

λ
> 0,  当 f = 0且 f

●

= 0

= 0,  当 f = 0且 f
●

< 0;或 f < 0

f (σij , X ij , R) =
2
3

( sij - X ij ) ( sij - X ij ) - R = 0

X
●

ij = c1 ( aε
●

p
ij - X ij p

●

)

R
●

= c2 ( b - R) p
●

( 3.4.1)

式中 E 和 ν是初始无损状态的弹性模量和泊松比, f 是 Mises 型

的屈服面, X ij 是背应力张量, R 是屈服面半径, p 是累积塑性应

变, a , b, c1和 c2均为材料常数。利用上述不含损伤的本构关系以及

平衡方程等,即得到应力、应变和位移场,显然这些场(在出现局部

断裂之前)不受损伤的影响。然后再利用损伤的演化方程以及破坏

准则,例如 Lemait re 损伤理论中的式( 3.1.37) 和( 3.1.40) , 即可

完成结构的损伤强度校核。

全解耦方法是最简单的, 和以往的无损结构的定解问题的求

解相比,工作量增加得很少。一般的不包含损伤的计算程序可以通

过较小的改动,在求出应力和应变场后加入损伤的演化方程部分,

即可用来求解含损伤结构的定解问题。
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K achanov 利用损伤和变形全解耦的方法求解了大量的蠕变

损伤问题 [ 3. 3, 3. 14]。但是全解耦方法的结果往往偏于保守, 其预计值

可以和实际的结果相差百分之几十甚至几倍以上。

3.4.2 全耦合方法

事实上,损伤将导致弹性模量等材料参数的一些变化, 造成应

力和应变场的重新分布, 因此应该在应力应变场的计算中计入损

伤的影响,采用含损伤的本构关系。用全耦合方法进行结构分析的

基本过程如图 3.11所示。例如, 根据 Lemait re的应变等效假设,

式( 3.4.1)的本构关系变成如下含损伤的形式 [ 3 .13 ]

εij = ε
e
ij + ε

p
ij

ε
e
ij =

1 + ν
E
σ�ij -
ν
E
σ�kkδij =

1 + ν
E
σij

1 - ω
-
ν
E
σkkδij

1 - ω

εpij = λ
�f
�σij

λ
> 0,  当 f = 0 且 f

●

= 0

= 0,  当 f = 0 且 f
●

< 0;或 f < 0

f (σ�ij , X
�
ij , R
�

) =
2
3

( s�ij - X
�
ij ) ( s�ij - X

�
ij ) - R
�

= 0

X
●

ij = c1 ( aε
●

p
ij - X ij p

●

)

R
●

= c2 ( b - R) p
●

( 3.4.2)

结构

初边值条件

载荷条件

损伤本构关系和演化方
程、平衡和几何方程

损伤力学结构分析  

应力应变

和损伤场

损伤断

裂判据
承载能力分析

宏观裂纹形成

蠕变 (或疲劳 )

寿命预测

图 3.11 全耦合方法
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式中 s�ij = sij / ( 1 - ω) 为有效应力的偏斜部分, X
�
ij = X ij / ( 1 - ω)

称为有效的背应力张量, R�= R/ ( 1 - ω)。由于损伤变量的引入,

在应力和应变场的计算中,还需要增加损伤的演化方程, 从而直接

得到所有的场变量的分布。

损伤和变形全耦合的求解方法
[ 3.13 , 3. 15]
是一种严格和准确的

方法,但相应的工作量也大幅度增加。以往的无损有限元和边界元

程序不能通过简单的修改实现含损伤初边解问题的求解。到目前

为止,只有极少数很简单的问题得到了全耦合分析的解析解, 例如

受纯扭转的圆轴、内压作用下的厚壁圆筒和球壳的蠕变损伤问题。

采用 K achanov 和 Rabot nov 的蠕变损伤理论,余寿文和靳志

和
[ 3. 16]
得到了承受内压 p 的厚壁圆筒和球壳的蠕变损伤的封闭

解。在平面应变和体积不可压缩的条件下, 利用式 ( 2.3.4 ) ,

( 2.3.5)以及平衡方程和变形协调条件, 得到本构方程和损伤演化

方程如下

ε
●

θ= - ε
●

r = B(σθ - σr ) n ( 1 - ω) n ( 3.4.3)

ω= C(σθ- σr ) ν( 1 - ω) - ν ( 3.4.4)

导出的内半径为 a、外半径为 b的厚壁圆筒中应力、应变和损伤场

的分布为

ε
●

θ= - ε
●

r =
BD
n
( t)

r
2 ( 3.4.5)

σr = - p + D ( t)
1 - ( a / r )

2 N

2N a
2N -

D 1 D( t) - 2N p 1 - ( a / r )
2 N (ν+ 1)

2N 1 - ( a/ b)
2N ( ν+ 1 )

σθ= σr + ( 1 - ω)
D( t)
r 2 N ( 3.4.6)

ω=
2(ν+ 1) [ D 1D ( t) - 2N p ]

D 2D ( t) r 2N ν ( 3.4.7)
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式中

D 1 =
1 -

a
b

2 N

a
2N

D 2 =
1 -

a
b

2 N (ν+ 1)

a 2N (ν+ 1)

D ( t) =
D1

2N p

ν+ 1

-
CD 2 t
2N p

-
1
ν+ 1

N =
1
n

( 3.4.8)

由式( 3.4.7)和( 3.4.8)以及ω( a , tⅠ ) = 1, 得到断裂孕育时间为

tI =
1 - ( a / b)

2N ν+ 1

C( 2N p )
ν

1 - ( a / b) 2N (ν+ 1)

× 1 - 1 -
1 - ( a / b)

2N (ν+ 1)

(ν+ 1) 1 - ( a/ b)
2N

ν+ 1

( 3.4.9)

此结果和 K achanov 的全解耦的计算方法进行了比较, 全解耦方

法得到的断裂孕育时间明显地偏于保守, 尤其当壁厚比 a / b较大

时。

同样,可以得到承受内压的厚壁球壳内的损伤场为

ω= C∫
t

0

D
ν
( t)

r 3Nν dt

D ( t) =
2D3

3N p

ν+ 1

-
2CD 4 t
3N p

-
1
ν+ 1

D 3 =
1 -

a
b

3N

a 3N

D 4 =
1 -

a
b

3N (ν+ 1)

a
3N ( ν+ 1 )

( 3.4.10)
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3.4.3 半解耦方法

半解耦方法是界于全解耦方法和全耦合方法之间的一种结构

分析方法 [ 3. 18]。它的一种做法是在本构关系中引入损伤, 而在平衡

方程中不考虑损伤的影响。这样,工作量比全耦合方法小, 而解的

精度比全解耦方法高。

Lemaitre 提出了一种局部耦合的结构分析方法
[ 3.5 , 3. 17]

, 其基

本思想如图 3.12所示。在结构中, 损伤往往集中在一个小的区域

内, 损伤材料的体积和整个结构构件(甚至代表性体积单元)相比

很小。对这类问题, Lemait re 建议在结构整体的分析中采用损伤

和变形全解耦的方法,而只在结构最危险的小区域(如选取一个代

表性体积单元)内采用损伤和变形相耦合的方法, 即只在小范围内

引入考虑损伤的本构关系和损伤演化方程。其结果将明显好于全

解耦方法,但它仍是结构承载能力或寿命的下限。算例的分析表

明
[ 3. 5]

,这种局部解耦方法, 对于脆性损伤、疲劳损伤等具有很好的

适用性, 尤其是对于含有宏观裂纹或其它缺陷的结构分析显示出

很大的优越性。

结构

初边值条件

载荷条件

损伤本构关系

平衡和几何方程

结构分析

应力应变场
确定危

险位置

局部引入损伤本构

关系和演化方程

损伤力学

局部的损伤

损伤断裂判据
承载能力分析

宏观裂纹形成

蠕变 (或疲劳 )

寿命预测

图 3.12 局部解耦方法 [3.4]
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第 4章 基于细观力学的损伤理论

4.1 细观损伤力学的基本概念

前面已经介绍了损伤的基本概念和几种重要的一维和三维连

续损伤力学模型。在损伤力学中,除了连续损伤力学方法外, 还有

一种同样重要的方法,即细观损伤力学方法。

连续损伤力学,又称唯象损伤力学, 它不问损伤的物理背景和

材料内部的细观结构变化, 只是从宏观的唯象角度出发, 引入标

量、矢量或张量形式的损伤变量, 通过连续热力学等方法构造材料

的损伤本构关系和演化方程, 使理论预测与实验结果 (如承载能

力、寿命、刚度等)相符合。这种方法主要是在欧洲如法国、英国、前

苏联、瑞典等地发展起来的。

细观损伤力学,是从材料的细观结构出发, 对不同的细观损伤

机制加以区分, 通过对细观结构变化的物理与力学过程的研究来

了解材料的破坏, 并通过体积平均化的方法从细观分析结果导出

材料的宏观性质。细观损伤力学主要是从美国发展起来的。起初

连续损伤力学和细观损伤力学是相互独立发展,直到 80 年代中后

期, 这两个损伤力学分支才被力学家和材料学家在不同程度上加

以认可。实际上,这两种理论在工程应用、理论分析等方面可以相

互补充。连续损伤力学多与结构强度与寿命分析相联系, 细观损伤

力学则常与材料的力学行为和变形过程相联系。

细观损伤力学研究的尺度范围介于连续介质力学和微观力学

之间。连续介质力学分析的是宏观的试件、结构和裂纹等的性质,
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微观力学是用固体物理学的手段研究微空穴、位错、原子结合力等

的行为, 而细观损伤力学则是采用连续介质力学和材料科学的一

些方法, 对上述两种尺度之间的细观结构如微孔洞、微裂纹、晶界

等进行力学描述。因此, 细观损伤力学一方面忽略了损伤的过于复

杂的微观物理过程,避免了统计力学浩繁的计算, 另一方面又包含

了不同材料的细观损伤的几何和物理特征, 为损伤变量和损伤演

化方程提供了较明晰的物理背景。

细观损伤力学方法与连续损伤力学方法的另一个重要差别在

于,在细观力学方法中必须采用一种平均化方法, 以把细观结构损

伤机制研究的结果反映到材料的宏观力学行为的描述中去。比较

典型的方法有不考虑微缺陷之间相互作用的非相互作用方法(亦

称为 T aylor 方法) , 考虑微缺陷之间弱相互作用的自洽方法、微分

方法、Mori-T anaka 方法、广义自洽方法、Hashin-Shtrik man 界限

方法,考虑微缺陷之间强相互作用的统计细观力学方法等 [ 4 .1]。

图 4.1 表示了细观损伤力学的基本方法。首先在材料中选取

一个代表性体积单元 ( representative volume element , 简记为

RV E)或体胞( cell) , 它需要满足尺度的二重性:一方面, 从宏观上

讲其尺寸足够小,可以看作一个材料质点, 因而其宏观应力应变场

可视为均匀的;另一方面, 从细观角度上讲,其尺寸足够大, 包含足

够多的细观结构信息,可以体现材料的统计平均性质。利用连续介

质力学和连续热力学手段,对代表性体积单元进行分析, 以得到细

观结构在外载作用下的变形和演化发展规律。然后, 再通过细观尺

度上的平均化方法将细观研究的结果反映到宏观本构关系、损伤

演化方程、断裂行为等宏观性质中去。

材料的细观损伤机制有多种,比较典型的有微孔洞、微裂纹、微

滑移带、银纹、晶界滑移等,其中对前两种损伤的研究最重要而且已

经比较深入, N emat -N asser 和 Hori
[ 4. 1]
、T vergaard

[ 4 .2]
、Gilormini

和 Licht 等
[ 4 .3]、K rajcinovic 等

[ 4.4～4. 8]对此进行了归纳总结。
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图 4.1 细观损伤力学方法

4.2 微裂纹损伤材料有效模量的计算方法

微裂纹的形核、扩展和连接是一类重要的细观损伤机制。微裂

纹损伤对岩石、混凝土、结构陶瓷、铸铁等很多脆性材料和复合材

料的力学性质有着多方面的显著影响。微裂纹的细观损伤理论是

一个很复杂的问题,受到了固体力学、材料科学、地质科学等的共

同关注。关于微裂纹损伤材料的研究方法, 已取得的主要成果可详

见 K rajcinovic
[ 4 .4]

, Kach anov
[ 4. 6]

, Baza ˇ nt
[ 4. 7]

, Y ang 和 Lee
[ 4. 5]
以及

作者 [ 4. 8]的有关综述,本书后面还将介绍脆性材料的微裂纹扩展区

模型等损伤理论。

如何计算微裂纹损伤材料的有效弹性模量是脆性材料细观损

伤理论的一个重要内容。脆性损伤理论经常采用等效介质的方法,

即认为微裂纹处于一种等效的弹性介质中, 这种方法成立的前提
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是认为每个微裂纹周围的外场与其它微裂纹的准确位置无关。

如果完全忽略微裂纹之间的相互作用, 即认为每个微裂纹处

于没有损伤的弹性基体中,微裂纹受到的载荷等于远场应力, 这种

方法称为 T aylor 模型的方法 (或稀疏分布方法或非相互作用方

法)。这种方法很简单, 而且对于微裂纹分布比较稀疏的情况有足

够的精度。Kachanov
[ 4 .6]
指出, 由于微裂纹之间应力屏蔽作用和应

力放大作用两种机制的相互抵消, 稀疏分布方法的适用范围比预

期范围更广泛,这也为一些数值实验所证实。

为了考虑微裂纹之间的弱相互作用对有效模量的影响,

Budiansky 和 O ' Connell
[ 4. 9]
将自洽方法应用于微裂纹体, 其中损

伤用一个标量参数——微裂纹密度表示。自洽方法受到了很多研

究者的欢迎,因为它的形式比较简单, 也有较好的精度。计算微裂

纹体有效模量的方法还有广义自洽方法
[ 4 .10]
、Mori-T anaka 方

法
[ 4. 11]
、微分方法

[ 4. 12]
等。下面介绍几种典型的方法, 其中没有涉

及微裂纹损伤演化的问题,而且本节介绍的几中方法都可以类似

地应用于有夹杂或微孔洞损伤的情况。

4.2.1 自洽方法

首先考虑无穷大各向同性介质中一个孤立的微裂纹, 微裂纹

的特征尺寸为 a , 法向单位矢量为 n。假设微裂纹受到均匀的远场

应力作用。由于该微裂纹的存在使得系统释放出的能量(简称为裂

纹能)为 [ 4 .9]

E=
a

3

E
σ2f (ν) + τ2 g (ν,β) ( 4.2.1)

式中 E 和ν为各向同性基体的杨氏模量和泊松比, σ和τ是微裂纹

受到的正应力和剪应力, β是 τ的方向与微裂纹的特征方向间的

夹角。f (ν) 和 g (ν,β) 是取决于微裂纹的形状、ν以及β的函数。对

于长半轴为 a、短半轴为 b的椭圆裂纹,有
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f (ν) =
4π
3

b
a

2
1 - ν2

E ( k)

g (ν, β) =
4π
3

b
a

2

( 1 - ν2 ) R( k,ν) cos2β+ Q( k,ν) s in2β

R( k,ν) = k2 [ ( k2 - ν) E ( k) + ν( 1 - k2 ) K ( k) ] - 1

Q( k,ν) = k
2
[ ( k

2
+ ν- νk

2
) E ( k) - ν( 1 - k

2
) K ( k) ]

- 1

E ( k) =∫
π/ 2

0
( 1 - k2 sin 2�) 1/ 2 d�,

K ( k) =∫
π/ 2

0
( 1 - k

2
sin

2
�)

- 1/ 2
d�

k = ( 1 - b
2
/ a

2
)

1 / 2
( 4.2.2)

式中 E ( k) 和 K ( k) 分别为第一类和第二类完全椭圆积分。β是椭

圆长轴方向与τ的夹角。对于币状微裂纹即 ( a = b) , 式( 4.2.2)简

化为

f (ν) =
8
3

( 1 - ν
2
) , g (ν,β) =

16( 1 - ν2 )
3( 2 - ν)

( 4.2.3)

  以上公式中假设裂纹面自由, 即裂纹面之间没有接触和相互

作用力。对于闭合的微裂纹,式( 4.2.1)改写为

E=
a

3

E
[ f (ν) (σ- σ* ) 2 + g (ν,β) (τ- τ* ) 2 ] ( 4.2.4)

式中σ
*
和τ
*
分别为裂纹面间的正应力和剪应力,表示为

σ* =
1
2

[ 1 - sgn(σ) ]σ

τ* =

0, 当σ> 0

- μσ, 当σ< 0,τ+ μσ≥ 0

τ, 当σ< 0,τ+ μσ< 0

( 4.2.5)

式中 μ为摩擦系数。考虑微裂纹闭合的自洽模型可以参见 H orii

和 N emat -N asser 的文献
[ 4 .13 ]

,这里只介绍张开微裂纹的情形。

假设在单位体积的材料中有完全随机分布的 N 个椭圆形微
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裂纹, 微裂纹的存在使得材料的有效弹性模量变为 E 和 G (或 ν,

K )。用自洽方法估计损伤材料有效模量的基本思想是:把每个微

裂级置于具有自洽等效模量的基体材料中, 分析单个微裂纹的变

形及其引起的模量变化,然后对所有微裂纹取总体平均, 建立含有

效模量的方程,求解得到材料的有效力学性质。

把微裂纹置于有效模量 E , G的基体中, 裂纹能变为

E=
a

3

E
[ f (ν)σ2 + g (ν, β)τ2 ] ( 4.2.6)

即只需将式( 4.2.1)和( 4.2.2)中的 E 和ν分别用 E 和 ν代替。按

照单位体积上的能量等效原则, 等效弹性体在均匀应力 σ作用下

的应变能包括无裂纹基体的应变能和裂纹能两部分,即

1
2
σ∶ L

- 1
∶ σ=

1
2
σ∶ L∶ σ+ ∑

N

E( a , L, σ) ( 4.2.7)

  如果裂纹体承受三轴静水拉应力 p 的作用, 上式简化为

p
2

2K
=

p
2

2K
+ ∑

N

4πp
2
ab

2

3E( k)
1 - ν

2

E
( 4.2.8)

由于椭圆的面积为πa b, 周长为 4aE ( k) , 因此上式又可以表示为

K
K

= 1 -
16
9

1 - ν2

1 - 2ν
f ( 4.2.9)

式中微裂纹的密度参数 f 定义为

f =
2N
π〈A2

P〉 ( 4.2.10)

  如果裂纹体承受单轴拉伸应力 s 的作用,式( 4.2.7)化简为

s2

2E
=

s2

2E
+ ∑

N

s2 a 3

E
[ f (ν) cos

4
α+ g (ν,β) sin

2
αcosα]

( 4.2.11)

认为裂纹的尺寸、形状和取向的分布都是相互独立的, 则上式变为

E
E

= 1 -
2N〈a3〉

15
〈3f (ν) + 2g (ν,β)〉 ( 4.2.12)
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将式 ( 4.2.2) 中的 f (ν) 和 g (ν,β) 的表达式代入上式, 并利用

〈sin 2β〉=〈cos 2β〉=
1
2

, 得到

E
E

= 1 -
16
45

( 1 - ν
2
) [ 3 + T ( b/ a ,ν) ] f ( 4.2.13)

式中

T ( b/ a) = E ( k) [ R( k, ν) + Q( k,ν) ] ( 4.2.14)

  利用 K , E , G和 ν之间的关联式,得出泊松比 ν和剪切模量 G

与 f 的关系:

f =
45
8

ν- ν
( 1 - ν2 ) [ 2( 1 + 3ν) - ( 1 - 2ν) T ]

( 4.2.15)

G
G

= 1 -
32
45

( 1 - ν) 1 +
3
4

T ( b/ a , ν) f      ( 4.2.16)

  对于圆币状微裂纹 ( b/ a = 1) , 式 ( 4.2.13)、( 4.2.15) 和

( 4.2.16)简化为

E
E

= 1 -
16
45

( 1 - ν
2
) ( 10 - 3ν)

( 2 - ν)
f ( 4.2.17)

G
G

= 1 -
32
45

( 1 - ν) ( 5 - ν)
( 2 - ν)

f ( 4.2.18)

f =
45
16

(ν- ν) ( 2 - ν)
( 1 - ν2 ) [ 10ν- ν( 1 + 3ν) ]

( 4.2.19)

图 4.2 给出 K / K , E / E , G/ G和 ν随 f 的变化曲线 [ 4 .8]。

下面给出关于微裂纹损伤自洽理论的几点说明:

( 1) 对于随机分布的微裂纹, T aylor 模型给出的结果是有效

模量 E , G 的上限 (它很容易从式 ( 4.2.7)中将右端第二项中的 L

换为 L 得到) ,而自洽方法给出的是一种下限。也就是说自洽方法

过高地估计了微裂纹的相互作用对材料刚度的影响。

( 2) 在自洽理论的结果中, 当 f → 9/ 16时, K / K → 0, E/ E →

0, G/ G→ 0, 实际上这是不合理的。这是由于自洽方法是把每个微
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图 4.2 由自洽方法得到的有效模量 [ 4.8]

裂纹置于具有有效模量的弹性基体中, 这是微裂纹相互作用的一

种简单处理方法,夸大了微裂纹的相互作用。

( 3) 在自洽方法中, 要求事先知道等效介质的各向异性性质,

否则无法分析每个微裂纹的行为。在上面的分析中事先已经假定

微裂纹体仍是各向同性的。如果裂纹的分布不是完全随机的或者

有损伤演化,应事先假定各向异性的一些规律。此外, 自洽方法要

求知道单个微裂纹的解, 但在比较复杂的各向异性情况下这并不

是容易得到的。

( 4) 自洽方法只适用于微裂纹密度比较低的情况。微裂纹密

度越大,自洽方法的误差也越大。

4.2.2 广义自洽方法

广义自洽方法最初是由 Chris tensen 和 Lo
[ 4.1 4]在研究复合材

料时提出的,他们在考虑夹杂的相互作用时, 首先把每个夹杂置于
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有限大的基体中, 然后连同基体一并置于具有有效模量的复合材

料中,因此这种模型又称为夹杂-基体-复合材料模型。A boudi 和

Benvenist e
[ 4.1 5]

,黄永刚等
[ 4.10 ]
将这种模型推广应用于微裂纹损伤

图 4.3 广义自洽模型

材料。

如图 4.3 所示, 首先将单个

币状微裂纹置于椭球状的基体

材料中, 椭球的外面被具有未知

的有效模量的微裂纹体包围。椭

球的两个长轴位于微裂纹所在

的平面内, 其体积在总体体积中

所占的百分比等于相应的微裂

纹密度, 长短轴之比的选取是使

微裂纹周围的基体厚度尽可能

相同。

对于币状微裂纹,椭球的三个轴的半长分别为

l 1 = l 2 = a + δ,   l 3 = δ ( 4.2.20)

式中δ依赖于微裂纹的密度参数 f , 表示为

f =
a 3

π( a + δ) 2δ
 或  

δ
a
δ
a

+ 1
2

=
1
πf

( 4.2.21)

  然后在图 4.3 所示的系统中计算单个微裂纹释放的能量 E,

并代入式( 4.2.4)中得到包含有效模量 E , G的方程。很显然, 这里

得到的 E介于式( 4.2.1)和 ( 4.2.6)之间, 因此可以预见得到的有

效模量将介于 T aylor 方法和自洽方法之间。

这里略去复杂的推导过程,只给出拉伸、剪切和体积模量的近

似表达式: [ 4 .10 ]

E
E

= 1 +
16
45

( 1 - ν
2
) ( 10 - 3ν)

2 - ν
f + D 3D

E f 5/ 2
- 1

   

( 4.2.22)
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G
G

= 1 +
32
45

( 1 - ν) ( 5 - ν)
2 - ν

f + D 3D
G f 5 / 2

- 1

 ( 4.2.23)

K
K

= 1 +
16
9

1 - ν
2

1 - 2ν
f +

3D
3D
E - 2( 1 + ν) D

3D
G

1 - 2ν
f

5/ 2
- 1

  

( 4.2.24)

式中参数 D3D
E 和 D3 D

G 仅依赖于基体材料的泊松比, 即 D 3D
E (ν) 和

D 3D
G (ν) , 且

D
3D
E ( 0.2) = 1.45,  D

3D
E ( 0.3) = 1.43,  D

3D
E ( 0.4) = 1.35,

D 3D
G ( 0.2) = 1.03,  D3D

G ( 0.3) = 0.93,  D 3D
G ( 0.4) = 0.80

( 4.2.25)

  图 4.4和 4.5 比较了广义自洽方法、T aylor 方法和自洽方法

得到的有效模量。其中自洽方法的结果由式( 4.2.17)和( 4.2.18)

表示, T aylor 方法的结果由式( 4.2.22)和( 4.2.23)中去掉方括号

中第三项得到,即

E
E

= 1 +
16
45

( 1 - ν
2
) ( 10 - 3ν)

2 - ν

- 1

( 4.2.26)

G
G

= 1 +
32
45

( 1 - ν) ( 5 - ν)
2 - ν

- 1

( 4.2.27)

图 4.4 弹性模量与微裂纹密度的关系曲线 [4.10]
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图 4.5 剪切模量与微裂纹密度的关系曲线 [4.10]

  图 4.6 给出了三种方法得到的二维平面情况下体积模量

B/ B 的理论结果曲线以及有限元数值分析的结果,表明广义自洽

方法与数值结果符合得最好,而且在很大的范围内 T aylor 模型的

方法也是比较精确的,自洽方法的结果最差。

图 4.6 数值结果与理论结果的比较 [ 4.10]
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4.2.3 Mor i-Tana ka 方法

设三维微裂纹体受到均匀的位移或应力边界条件

ui( S) = ε
0
ij x j  或  σi( S) = σ

0
ijnj ( 4.2.28)

式中 σi( S ) 是边界 S 上的应力矢量, ε
0
ij 和 σ

0
ij 是常应变和常应力,

n j 是边界的外法线单位矢量。

总体的平均应变 εij 包括两部分, 即基体的平均应变 ε
( 1)
ij 和所

有微裂纹引起的应变,

εij = ε( 1)
ij +

1
2V∑

N

α= 1
∫

S
α

( biN j + bj N i) dSα ( 4.2.29)

式中 bi = [ ui] 是微裂纹面的位移不连续矢量, N i是微裂纹面的法

向单位矢量。平均应变εij 和平均应力σij 满足以下方程

εij = ε
0
ij ,  σij = σ

( 1)
ij = σ

0
ij ( 4.2.30)

  有效刚度张量 Cij kl 定义为

σij = Cij klεk l ( 4.2.31)

则方程( 4.2.29)变为

Cij klε0kl = Cij klε0kl - Cij kl
1

2V∑
N

α= 1
∫

S
α

( bk N l + bl N k ) dS α

( 4.2.32)

式中 Cij kl 为基体材料的刚度张量。

为简单起见,只讨论二维平面情况, 设一薄板中含有随机分布

的微裂纹,微裂纹的半长为 a , 单位面积内的微裂纹数为 N。假设

该平面问题具有式( 4.2.28)中的位移边界条件,其中

ε
0
ij =

1
2
γ0δi1δj 2 ( 4.2.33)

此时方程( 4.2.32)化简为

Gγ0 = Gγ0 - 2GI 12 ( 4.2.34)

式中 I 1 2 是所有微裂纹对剪切应变的贡献,
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I 12 = ∑
N

α= 1
∫ L

α

1
2

( b1 N 2 + b2 N 1 ) dLα ( 4.2.35)

假设微裂纹是完全随机分布的,可以先求得单位微裂纹的贡献, 然

后对所有的微裂纹取向θ积分,即 I 12 可以表示为

I 1 2 =
N
2π∫
π

0∫ L
( b1 N 2 + b2 N 1 ) dLdθ ( 4.2.36)

  如果不考虑微裂纹的相互作用, 即采用 T aylor 模型的方法,

则把每个微裂纹置于无限大的基体材料中, 基体的平均应变为远

场应变γ
0
, 则容易导出

I 1 2 =
πα

2( 1 + ν)
γ0 ( 4.2.37)

式中α是平面情况下微裂纹的密度参数,

α= N a 2 ( 4.2.38)

于是 T aylor 方法得出的有效剪切模量为

G/ G = 1 -
πα

1 + ν
( 4.2.39)

  而 Mori-T anaka 方法的基本思想是把每个微裂纹置于无限

大的基体中, 但受到的远场应变不再是 ε
0
, 而是考虑了微裂纹损

伤影响的有效应变γ
( 1 )

,

γ( 1) = γ0 + γ�( 1 ) ( 4.2.40)

式中γ�
( 1 )
是由于微裂纹的存在引起的应变波动项。则式( 4.2.37)

变为

I 12 =
πα

2( 1 + ν)
(γ0 + γ�

( 1 )
) ( 4.2.41)

利用式( 4.2.30) ,得到关系式

γ0 = γ( 1 ) + 2I 12 ( 4.2.42)

方程( 4.2.40) , ( 4.2.41)和( 4.2.42)联立得到

γ
�( 1)

=
- πα

1 + ν+ πα
γ0 ( 4.2.43)
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于是由 Mori-T anaka 方法得到的有效剪切模量为

G/ G = 1 +
πα

1 + ν

- 1

( 4.2.44)

类似得到有效弹性模量

E / E =
1

1 + πα
( 4.2.45)

  图 4.7 给出了 E / E 和 G/ G的变化曲线 [ 4. 11] , 并与自洽方法、

广义自洽方法
[ 4.1 5]
进行了比较, 其中 ν= 1/ 3。在二维情况下自洽

方法的结果表示为

G
G

= 1 +
πα

( 1 + ν) ( 1 - πα)

- 1

,  
E
E

= 1 - πα

( 4.2.46)

( I, II) 两种格式的广义自洽方法 ,

( III) 自洽方法 , ( IV ) Mori-T anaka 方法

图 4.7 不同方法得到的杨氏模量与剪切模量 [ 4.11]

综上所述, Mori-T anaka 方法的核心思想是将单个的微裂纹置

于无损的基体中, 但是承受着有效的应力或应变场, 而这种有效场

与外加的远场不需要一致。因此这种方法亦称为有效场方法,实际

是有效场方法的一种简化情况。在更一般的有效场方法中, 有效的
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应力或应变场可以是不均匀的。Mori-Tanak a方法比自洽方法优越

的一点是其预测的有效模量是随着微裂纹密度逐渐趋近于零的。

4.2.4 微分方法

在一定意义上,微分方法是与自洽方法相联系的。自洽方法是

将每个微裂纹都置于具有有效模量的等效介质中, 微分方法也采

用了类似的思想。其区别是,在微分方法中, 微裂纹是依次加入到

基质材料中去的, 因此每个微裂纹周围的等效介质的有效模量只

与前面加入的微裂纹有关,也就是说, 在微裂纹逐渐增加的过程中

有效模量是一个逐渐变化的过程, 这种变化可以用微分方程的形

式表示出来。

下面就随机分布的微裂纹损伤情况从自洽方法的结果中导出

微分方法的结果, 关于微分方法的更严格的数学表达及推导过程

可以参见 H ashin 的文章
[ 4.13 ]。

假设三维微裂纹体中的所有微裂纹具有相同的长短轴比

a / b, 但是尺寸和方向是完全随机分布的。将 Budiansk y 和

O ' Connell得到的式( 4.2.9)和( 4.2.16)重新表示为

K = K ( 1 - κα)

G = G( 1 - μα) ( 4.2.47)

式中微裂纹密度参数α为

α=
π∑

N

ab2

2E ( k)
( 4.2.48)

且

κ= κ( b/ a ,ν) =
16
9

1 - ν2 )
( 1 - 2ν)

μ= μ( b/ a , ν) =
32
45

( 1 - ν) 1 +
3
4

1
1 + βν

+
1

1 + ρν

β= ( 1 - k
2
) E ( k) - E ( k) / k

2
E ( k)
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ρ= ( 1 - k2 ) E ( k) - K ( k) / [ k
2
E ( k) ] ( 4.2.49)

  在微分方法中,我们考察在微裂纹增加的某一状态, 此时的微

裂纹密度为α, 有效模量为 K 和 G, 在下一状态,微裂纹密度变为

α+ dα, 有效模量变为 K + dK 和 G + dG。在这一个很小的α变

化过程中把 K 和 G作为基体材料的模量, 即把微裂纹密度为 α的

裂纹体看作是新增微裂纹的基体, dα是新增微裂纹的密度, 利用

自洽方法的结果式( 4.2.47) ,得

K + dK = K ( 1 - κdα)

G + dG = G( 1 - μdα) ( 4.2.50)
式中

κ= κ( b/ a ,ν) ,  μ= μ( b/ a ,ν) ( 4.2.51)

  式( 4.2.50)化简为

dK
dα

= - K κ,  
dG
dα

- Gμ ( 4.2.52)

即为耦合有效模量的微分方程组,其初始条件为

K / α= 0 = K ,  G/ α= 0 = G ( 4.2.53)

  对于圆币状微裂纹, a = b, 微分方程化简为

dE
dα

= -
16
45

E
( 1 - ν

2
) ( 10 - 3ν)

2 - ν

dK
dα

= -
16
9

K
( 1 - ν2 )
( 1 - 2ν)

dG
dα

= -
32
45

G
( 1 - ν) ( 5 - ν)

2 - ν

α= ∑ a
3

( 4.2.54)

这组微分方程的封闭解表示为

E
E

=
ν
ν

10 / 9 3 - ν
3 - ν

1/ 9

G
G

=
1 + ν
1 + ν

E
E
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α=
5
8

ln
ν
ν
* +

15
64

ln
1 - ν
1 - ν

+
45

128
ln

1 + ν
1 + ν

+
5

128
ln

3 - ν
3 - ν

( 4.2.55)

  图 4.8给出了 E / E 和 G/ G随α的变化曲线, 并与自洽方法进

行了比较。微分方法的结果更为合理, 随着α的增大, E/ E 和 G/ G

是逐渐趋近于零的。微分方法中存在的一个问题是其结果具有路

径相关性,即其结果可能不唯一。

图 4.8 微分方法与自洽方法的比较 [ 4.12]

以上介绍了自洽方法、广义自洽方法、Mori-T anaka 方法和微

分方法的基本思想和特点,关于这些方法以及 Hash in-Shtrik man

界限方法等的详尽介绍及其在含细观结构材料中的应用, 可以参

见 N emat -N asser 和 Hori的专著[ 4.1]。

4.3 Gur son 模型及其应用

4.3.1 韧性材料的微孔洞损伤

  很多材料例如金属,其断裂过程要经历明显的塑性变形, 这种

断裂称为韧性断裂或塑性断裂
[ 4. 16～ 4.1 8]
。韧性金属材料的损伤破坏
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过程大致分为以下三个阶段:

( 1) 微孔洞的形核。微孔洞的形核主要是由于材料细观结构

的不均匀性,大多数微孔洞形核于二相粒子附近, 或产生于二相粒

子的自身开裂,或产生于二相粒子与基体的界面脱粘。

( 2) 微孔洞的长大。随着不断的加载, 微孔洞周围材料的塑

性变形越来越大,微孔洞也随之扩展和长大。

( 3) 微孔洞的汇合。微孔洞附近的塑性变形达到一定程度

后, 微孔洞之间发生塑性失稳, 导致微孔洞之间的局部剪切带, 剪

切带中的二级孔洞片状汇合形成宏观裂纹。

经典塑性理论中通常不考虑塑性体积变形, 认为静水压力对

材料的屈服无明显影响。这种简化假设对损伤很小的塑性变形初

期阶段是有较高精度的,但是随着塑性变形的增加, 微孔洞不断形

核和长大,使得体积不可压缩的假设不再成立。因此, 从微孔洞的

研究出发,发展考虑细观损伤的塑性理论势在必然。

对微孔洞的早期研究,比较重要的有 McClin tock
[ 4 .19 ] , R ice 和

T racey
[ 4 .20 ]等人的工作, 他们通过无限大理想刚塑性基体中孤立

孔洞的分析,估计微孔洞汇合的临界塑性应变, 并得到了孔洞体积

膨胀率随三轴度的增大而迅速增大的重要结论。之后的很多工作

主要研究相邻孔洞之间的相互作用、微孔洞的形核机理以及在微

孔洞汇合前的变形过程等 [ 4. 2, 4. 3, 4 .21～4. 23]。

McClintock
[ 4. 19]
首次给出了在轴对称加载条件下的刚塑性基

体中含圆柱形孔洞的精确解,得到的孔洞体积膨胀率表示为

1
E
●

e q

V
●

V
= 3 sinh 3 Σm

σs
( 4.3.1)

式中 Σm 为宏观静水应力, σs 为基体材料的屈服应力, E
●

eq 为宏观

的等效应变。而 Rice 和 T racey
[ 4.2 0]利用 Rayleigh-Ritz 方法研究

了理想刚塑性基体中的球形孔洞的长大问题, 应用最大塑性功原

理,给出了孔洞平均半径 R 的增长率的著名公式

·59·



1
ε
●

R
●

R
= 0.283exp

3Σm

2Σe q
( 4.3.2)

式中Σeq 为宏观的 Mises 等效应力, ε
●

为无穷远处的简单拉伸应变

率。在此基础上, Budiansky, Hut chinson , Slut sky, Huang 等人对

孤立孔洞的问题进行了更深入的研究, 相关的一些重要结果可参

见文献[ 4.3, 4.22] 。

4.3.2 Gurson 模型

1975年, Gurson
[ 4. 24, 4.2 5]在McClintock

[ 4.1 9] , R ice和T racey
[ 4 .20 ]

等的工作基础上发展了一套比较完整的本构方程, 用以描述微孔

洞损伤对材料塑性变形行为的影响,这是损伤力学和细观力学的

一个重大进展。

为了描述韧性材料细观损伤的机制及其演化过程,须建立适

当的模型来描述材料的细观结构。Gurson 摈弃了无限大基体的假

设,提出了有限大基体含微孔洞的体胞模型。这种模型更加接近于

真实的材料细观结构, 为损伤的描述 (如作为损伤变量的孔洞体

积百分比)以及宏观体积膨胀的塑性理论的建立奠定了基础。

Gurson 给出了 4种微孔洞的体胞模型, 如图 4.9所示。其中

包括有限体积的圆柱体中的圆柱形孔洞, 有限体积的球体中的球

形孔洞, 另外两种与上述两种类似, 但假设划斜线的区域为刚性

楔。前两种的全塑性体胞单元, 主要使用于孔洞体积百分比 (或称

为孔隙率)比较低和宏观应力三轴度比较高的情况, 因为当三轴度

较高时,静水应力的影响明显, 体胞单元的变形趋向于球对称的全

场变形。而在孔洞体积百分比比较大的情况下, 孔洞之间的变形局

部化明显,所引起的塑性变形只发生在体胞单元的局部, 因此宜采

用含有刚性楔的体胞单元。

设基体为均匀的不可压缩理想刚塑性材料, 采用 V on-Mises

屈服条件, 设基体中的细观应力和应变用 σij 和 εij 表示,而宏观应
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图 4.9 4 种体胞模型

力和应变用 Σij 和 E ij 表示。采用 Bishop 和 Hill
[ 4.26 ]的关于宏观变

形率的定义

E ij =
1

2V∫ S
( vin j + v jni) dS ( 4.3.3)

式中 V 为所选取的材料单元的总的体积, S 为其外表面面积, ni

为外法线单位矢量, vi为细观的速度场。利用 Gauss 定理, 上式可

以改写为

E ij =
1

2V∫V
M

εij dV +∫
V

V

εij dV ( 4.3.4)

式中 VM 为基体的总体积, VV 为微孔洞的总体积。

根据 ( 4.3.3)式以及宏细观的功率互等公式

VΣij E ij =∫ V
M

σijεij dV ( 4.3.5)
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可以推得,宏观应力和细观应力的关系为

Σij =
1
V∫V

M

σij dV =
1
S∫ S
σij dS ( 4.3.6)

  引入宏观单元的单位体积的形变耗散功率 W
●

W
●

= Σij E
●

ij =
1
V∫V

M

σijε
●

ij dV ( 4.3.7)

可以证明确定宏观应力场的基本公式

Σij =
�W
�E

●

ij

=
1
V∫V

M

σkl
�ε

●

kl

�E
●

ij

dV ( 4.3.8)

  Gurson 就图 4.9中的 4 种体胞单元分别构造了机动允许的速

度场,并代入( 4.3.8)式, 得到了近似的塑性屈服面。例如, 对于第二

种构元即有限球体中的球形孔洞单元, Gurson 得到的屈服面为

Φ(Σij , f ) =
Σeq

σs

2

+ 2f cosh
3Σm
2σs

- 1 - f
2

= 0

( 4.3.9)

式中 f 为孔洞的体积百分比。式( 4.3.9)的屈服面如图 4.10所示。

由上述方法得到的屈服面有如下的特点:

图 4.10 Gurson 模型的屈服面 [ 4.25]
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( 1) 所有的屈服面都是外凸的和光滑的。

( 2) 根据 T aylor 的最小塑性耗散原理, 由所构造的 (而不是

真实的)速度场以及 ( 4.3.8)式得到的屈服面为真实屈服面的上

限。

( 3) 屈服面和宏观静水应力密切相关, 这一点改变了在经典

塑性理论中“静水应力不影响屈服”和“塑性体积不可压缩”的概

念。

( 4) 材料的屈服与损伤联系起来。随着孔洞体积百分比的增

大, 屈服面逐渐缩小,即材料有随损伤软化的特性。当 f = 0时, 所

得到的屈服面与经典塑性理论的 Mises 屈服条件完全相同。当

f = 1时,屈服面缩小为一个点。孔洞的形核和长大是屈服面缩小

以及塑性体积膨胀的原因。

图 4.11 基体材料

的硬化曲线

如果基体材料采用刚塑性各向同性应

变强化模型,并假设材料的等效屈服应力σe

和等效塑性应变 ε
p
e 可以用一条单一曲线表

示,如图 4.11 所示,其硬化模量为

h =
dσe
dε

p
e

=
EE t

E - E t
( 4.3.10)

式中 E 为杨氏模量, E t 为硬化模量。则由

Gurson 模型的方法得到的宏观屈服面与

( 4.3.9)式形式相同, 只是将其中的屈服应

力σs 换为等效屈服应力 σe。由式( 4.3.10)及等效塑性功的表达式

Σij E
●

ij = σeε
●

p ( 1 - f ) ( 4.3.11)

得到基体材料等效屈服应力的变化率,为

σ
●

e =
hΣij E

●

ij

( 1 - f )σe
( 4.3.12)

  在 Gurson 模型中, 损伤被视为各向同性的, 损伤变量用一个

标量即孔洞体积百分比来表示。这是由于对韧性金属材料来讲, 损

·99·



伤引起的各向异性性质往往不是非常明显。孔洞体积百分比的演

化包括两部分

f
●

= ( f
●

) grow th + ( f
●

) nu cl ea t ion ( 4.3.13)

其中 ( f
●

) grow th 是由于孔洞长大引起的孔洞体积百分比的变化率,

( f
●

) n uc le at i on 是由于孔洞形核引起的孔洞体积百分比的变化率。由于

假设基体材料是不可压缩的, ( f
●

) grow t h 依赖于宏观的塑性体积变

形,有

( f
●

) grow t h = ( 1 - f ) E
●

p
kk ( 4.3.14)

由于新孔洞的产生而造成的孔洞体积百分比的增加为

( f
●

) nu cle a t ion = Aσ
●

e + BΣ
●

m ( 4.3.15)

式中第一项表示塑性应变控制的形核机制, 第二项表示应力控制

的形核机制。

对于第一种形核机制,实验表明, 孔洞的形核率和等效塑性应

变成线性关系。设想孔洞的形核过程服从正态分布, Ch u 和

N eedleman
[ 4.2 7]给出了系数

A =
f n

hS 2π
exp -

1
2
εpe - εN

S

2

,  B = 0

( 4.3.16)

式中εN 为孔洞形核的平均应变, S 为相应的标准方差, f n 为可以

发生微孔洞形核的所有二相粒子的体积百分比。式( 4.3.16)成立

的条件是εpe = (εpe ) m ax 且 ε
●

p
e > 0。

对于第二种形核机制, 孔洞形核过程主要是由最大正应力驱

动的基体和二相粒子的脱粘过程。N eedleman 和 Rice
[ 4. 28]
指出, 这

种机制主要由应力组合 σe + Σm 来控制并取 A = B。根据 Ch u 和

N eedleman
[ 4.2 7]
的结果,

A = B =
f n

S 2π
exp -

1
2
σe + Σm - σN

S

2

   ( 4.3.17)

式中 σN 为孔洞形核的平均应力。如果应力控制和应变控制的两
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种形核机制在材料中同时发生, 则 A 的 值 是 式 ( 4.3.16 ) 和

( 4.3.17)之和。式( 4.3.17)成立的条件是σe + Σm = (σe + Σm ) m ax

且(σe + Σm ) > 0。

4.3.3 Gurson 模型下的本构关系

这里就弹塑性大变形情况, 给出 Gurson 模型下的本构关

系 [ 4. 29]。将宏观的变形率D ij = E
●

ij 分解为弹性部分 De
ij 和塑性部分

D p
ij , 即

Dij = D
e
ij + D

p
ij ( 4.3.18)

其中弹性部分满足

D
e
ij =

1
2G
Σ
è

ij +
1
3

1
3K

-
1

2G
δijΣ
è

kk ( 4.3.19)

这里, G和K 分别为弹性剪切模量和体积模量, Σ
è

ij 为宏观 Cauchy

应力Σij 的 Jaumann 客观共旋率

Σ
è

ij = Σ
●

ij - ΩikΣkj - ΣikΩj k ( 4.3.20)

式中 D ij 和 Ωij 的定义为

D ij =
1
2
�vi
�x j

+
�v j

�x i

Ωij =
1
2
�vi
�x j

-
�v j

�x i
( 4.3.21)

  Bishop 和 Hill
[ 4.2 6]证明, 如果基体材料的每一个组分都服从

Mises 屈服条件, 且满足正交法则, 则多孔材料的宏观塑性变形率

也满足正交法则,即

D p
ij = Λ
�Φ
�Σij

( 4.3.22)

式中Λ为待定的塑性流动因子。

把( 4.3.12)～( 4.3.22)代入一致性条件 Φ
●

= 0, 即得到多孔

材料的塑性流动法则。把弹性部分和塑性部分相加, 得到弹塑性
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本构方程如下

D ij =
1

2G
Σ
è

ij +
1
3

1
3K

-
1

2G
δijΣ
è

kk

+ λ
1
H

3Σ′ij
2σe

+ αδij
2Σ′kl

2σe
+ βδkl Σ

è

kl ( 4.3.23)

式中

λ=

1,  当 Φ= 0 且
1

H
3Σ
′
kl

2σe
+ βδkl Σ

è

kl ≥ 0,

0,  当 Φ< 0, 或 Φ= 0 且
1

H
3Σ
′
kl

2σe
+ βδkl Σ

è

kl < 0

( 4.3.24)

H =
hm

1 - f
ω+ α
Σkk

σe

2

- σe cosh
Σkk

2σe
- f

×
A hm

1 - f
ω+ α
Σkk

σe
+ 3( 1 - f )α ( 4.3.25)

α=
1
2

f sinh
Σkk

2σe
( 4.3.26)

β= α+
B
3

cosh
Σkk

2σe
- f σe ( 4.3.27)

ω=
3Σ′ijΣ′ij

2σ
2
e

= 1 + f 2 - 2f cosh
Σk k

2σe
( 4.3.28)

( 4.3.22)式的逆关系为

Σ
è

ij = 2GDij + K -
2
3

G δij D kk

-
λG
Σ′ij
σe

+ Kαδij G
Σ′kl

σe
+ Kβδk l Dkl

1
9

H +
1
3
ωG + αβK

   ( 4.3.29)

  如果 f = 0, A = B = 0, ( 4.3.23)和( 4.3.29)式简化为经典

塑性力学中的 Prant el-Reuss 方程。

综上所述, Gurson 模型和其它的连续损伤模型相比, 有以下
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特点:

( 1) Gurson 模型的损伤变量即孔洞体积百分比有清晰的几

何意义和明确的物理内涵。

( 2) 以往的唯象损伤模型, 如 Lemaitre 和 Chaboche 的损伤

理论认为材料的损伤与弹性模量 E 相关, 而 Gurson 模型认为损

伤主要与基体材料的塑性变形相关。

( 3) 该模型提供了一套完整的韧性损伤的本构方程。

( 4) 该模型发展了一种考虑细观参量的唯象的物理模型。

Gurson 提出的细观体胞模型突破了经典方法中无限大基体的限

制,更好地反映了材料的细观结构。其学术思想是新颖的, 而且所

采取的数学处理方法并未超出连续介质力学的范围,因此受到力

学家的广泛欢迎。

( 5) 该模型可以同时考虑微孔洞的形核和长大过程。

4.3.4 Gurson 模型的发展和完善

从 Gurson 的体胞单元得到的宏观屈服面是真实屈服面的上

限, 更为精细的数值分析表明, 材料的屈服应力比 Gurson 模型的

预测结果要低。但是, 由于 Gurson 模型的突出优点,使得这一模型

不仅受到普遍欢迎, 而且得到了多方面的发展与完善 [ 4 .2, 4 .3, 4.2 2]。

T vergaard
[ 4 .31 ]
采用幂函数的基体硬化关系

σe = μ(εe )
n

( 4.3.30)

并为了修正 Gurson 模型, 提出了一种具有更一般形式的、考虑孔

洞之间相互作用效应的屈服条件

Φ(Σij ,σe , f ) =
Σe q

σe

2

+ 2f q1cosh
3q2Σm

2σe
- 1 - q3 f 2 = 0

( 4.3.31)

式中 qi( i= 1, 2, 3) 为修正参数。显然, 当 q1 = q2 = q3 = 1时, 上

式退化为式 ( 4.3.9)。对于不同的材料参数, qi 的取值会稍有不
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同。对于高强度钢, T vergaard
[ 4. 31]
通过平面应变拉伸的数值分析

得到了 qi的值, 首先计算材料中含有周期分布的孔洞的情况, 然

后假设均匀的多孔介质服从屈服条件 ( 4.3.31) , 将两种情况的结

果进行对比,得到

q1 = 1.5,   q2 = 1.0,   q3 = q
2
1 = 2.25

( 4.3.32)

  多孔韧性材料的最后破坏是由微孔洞的汇合引起的。按照

Gurson 模型, 只有当孔洞膨胀到足够大, 屈服面缩小为一点, 即

f = 1/ q1 时,材料才完全丧失承载能力。然而, 这是不现实的。大

量的实验 [ 4 .32 ]表明,微孔洞在形核后会沿着拉伸的方向长大,当微

孔洞的长度达到孔洞间距的量级时,将发生相邻微孔洞的汇合。这

种局部的破坏是由于微孔洞间的滑移带和变形局部化引起的。

Brown 和 Embu ry
[ 4.32 ]估计发生微孔洞汇合时的临界孔洞体积百

分比为 0.15, 远低于 1/ q1。

T vergaard
[ 4 .33 ]给出了几种方法把微孔洞的汇合引入 Gu rson

模型, 其中最常用的方法是把( 4.3.31)中的孔洞体积百分比 f 用

函数 f * 代替, 即

Φ(Σij ,σe , f ) =
Σeq

σe

2

+ 2f
*

q1 cosh
3q2Σm

2σe
- 1 - q3 ( f

*
)

2

= 0 ( 4.3.33)

T vergaard 和 N eedleman
[ 4 .34 ]给出

f
*

( f ) =

f , 当 f ≤ f c

f c +
f
*
u - f c

f F - f c
( f - f c) , 当 f > f c

   ( 4.3.34)

式中 f c是开始发生孔洞汇合时的孔洞体积百分比, f F是材料断裂

时的临界孔洞体积百分比, f
*
u = f

*
( f F ) = 1/ q1。根据实验和数

值结果,可取 f c = 0.15, f F = 0.25。

设基体材料同时表现出各向同性和随动硬化, Mear 和
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H utchinson
[ 4.35 ]
建议 Gurson 模型的屈服面修正如下

Φ(Σij , σF , f ) =
Σe q - Ae

σF

2

+ 2f cosh
3
2
Σm - Am

σF

- 1 - f
2

= 0

( 4.3.35)

式中

σF = bσs + ( 1 - b)σe ( 4.3.36)

σs 为基体的初始屈服应力, σe 为当前的屈服应力, σF 为各向同性

硬化 ( b = 0) 与随动硬化( b = 1) 间的一种插值, Aij 为背应力。

假设基体为粘性幂硬化材料, 王自强和秦嘉亮 [ 4 .36 ] 利用

Gurson 模型的思想方法发展了含圆柱形和球形孔洞的本构势和

孔洞扩展方程。

对比于 Gurson 模型的上限解, 孙毅和王铎
[ 4.3 7]
通过构造球形

孔洞周围的应力场,给出了多孔材料屈服面的下限解, 其屈服函数

表示为

Φ=
Σe q

σe

2

+
f β1 sinh q

Σm

σe
+ β2cosh q

Σm

σe

1 + β4 f 2 sinh2 q
Σm
σe

1/ 2 - β3 = 0

( 4.3.37)

式中参数β1 ,β2 ,β3 , β4 和 q通过数值分析得到。当 f ≤ 0.3时,

q = 1.5 β1 = 0,  β2 = 2 -
1
2

lnf

β3 = 1 + f ( 1 + lnf )

β4 =
β2
β3

2

coth
2

q
Σ0

m

σe
- f

2
s inh q
Σ0

m

σe

- 1

Σ
0
m = - 0.65σelnf ( 4.3.38)
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4.3.5 Gurson 模型的应用

在 Gurson 模型建立之后的 20年时间里, 这一模型得到了广

泛应用 [ 4. 2, 4 .3, 4 .5, 4.3 8～ 4.43 ] , 仅从这一方面讲, Gurson 模型就是最成

功的损伤模型之一。自 80年代以来, T vergaard 和 Needleman 等

人
[ 4. 2, 4. 27～ 4. 34, 4 .38～4 .43 ]

将 Gurson 模型与有限元计算相结合,对多孔

韧性材料的损伤和断裂行为进行了详细的多方面研究, 取得了一

些重要的成果, 这些成果不仅发展了 Gurson 模型,而且揭示了韧

性破坏的一些规律。这里仅介绍其中的部分工作。

1. 塑性流动的局部化分析

在韧性材料的变形过程中, 常常观察到在经历了一定的均匀变

形后, 材料进入产生高度局部化的剪切带变形阶段。一旦发生了变

形局部化, 剪切带内的应变将变得很大, 但是它对整体变形的贡献

并不大, 此后, 微小的总体变形增大也容易导致试件的剪切断裂。

对于均匀的率无关材料, 剪切局部化带的形成意味着控制方

程丧失了其椭圆性。控制方程椭圆性丧失时的临界应变对所采用

的本构关系敏感, 具有光滑屈服面和塑性流动正交性的经典的弹

塑性材料不易发生变形局部化,而带有角点的本构关系、考虑体积

膨胀的塑性流动模型以及非正交的塑性流动模型都容易导致变形

局部化,而且局部化的发生对材料的细观不均匀性也很敏感。

分析剪切局部化带的一种简单方法是假设材料的一个带状区

图 4.12 均匀变形材

料中的剪切带[ 4.2]

域内有初始不均匀性 (例如孔洞形核粒子的局部集中)。如图 4.12

所示,在平行于 x 3 轴方向的一个

带内包含着初始不均匀, 它与 x 1

轴的初始夹角为 φI , 其法向单位

矢量为 ni。在带外, 应力应变的

主方向与直角坐标系的主轴方

向保持一致,最大主应力沿 x 1 轴
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方向。在变形过程中,带与 x 1 轴的夹角 φ随变形而变化的关系为

tanφ= exp (ε°1 - ε°2 ) t anφI ( 4.3.39)

式中εi为对数主应变, ( )°表示带外的量。剪切带外的应力和应变

由外载决定, 而带内的应力和应变由界面上的平衡条件和协调条

件确定
[ 4. 2]
。

对于 Gurson 模型描述的多孔材料, Yamamot o
[ 4.4 1]分析了剪

切带分叉变形, 发现剪切带分叉对初始的孔洞体积百分比 f Ⅰ 敏

感, 当 f Ⅰ = 0 时, 局部化发生时的临界应变为无穷大, 但是随着

f Ⅰ 的增加, 临界应变迅速下降。T vergaard
[ 4.31 ]对剪切带进行了更

详尽的细观力学研究, 解释了相邻孔洞之间的相互作用以及应力

分布的高度不均匀性。考虑如图 4.13 所示的包含周期性排列的圆

柱形孔洞的幂硬化材料, 它承受平面应变拉伸, 其分叉模式如图

4.14所示。通过数值计算发现, 由 Gurson 模型中式( 4.3.9)给出

的局部化临界应变太大,而式( 4.3.31)和( 4.3.32)给出的结果与

图 4.13 双周期分布的

圆柱形孔筒[ 4.2]

图 4.14 周期分布圆柱形孔筒

的剪切带分叉模式[ 4.2]
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实验结果相符得较好。在数值分析中,如果采用各向同性强化的

J 2 流动理论, 则控制方程不会丧失其椭圆性, 而如果采用多孔介

质的近似连续模型则可以较好地预测材料的剪切分叉变形。

如果材料中含有不均匀带 (图 4.12) , 则带内的应变率逐渐高

出带外的应变率,当带外发生弹性卸载时认为发生了变形局部化。

局部化临界应变依赖于 φⅠ , 因此必须确定局部化临界应变与 φⅠ

的 关系 以及最 容易发 生局部 化的 φⅠ 值。Yamamoto
[ 4. 41]、

T vergaard
[ 4 .42 ]的研究表明初始缺陷越小, 容易引起局部化的 φⅠ

值也越小。但是在开始发生局部化时的倾角φ与局部化临界应变

无关,在平面应变情况下它总是在 43°左右。

局部化的发生往往被看作破坏的开始, T vergaard 等人
[ 4.2]还

对局部化发生之后的情况进行了数值分析, 证明了材料破坏是由

于剪切带内的孔洞汇合引起的,与此同时剪切带外只有弹性卸载。

2. 裂纹的形成和扩展

与剪切带的分析相比, 张开裂纹的形成和扩展需要一些特殊

的分析和计算技巧。在有限元计算的基础上, T vergaard
[ 4. 43]
详细

描述了试件在承受平面应变拉伸时其自由表面的韧性剪切断裂。

在裂纹形成和扩展过程中, 材料承载能力的丧失可以通过在式

( 4.3.13)中增加一附加项来描述, 并在有限元分析中采用一种单

元消去技术来刻画张开裂纹的扩展。从理论上讲, 当某一单元满足

了破坏条件时, 屈服面缩为一个点, 该单元不再做功, 因此可以把

它消去。但在实际的计算中,为了数值稳定性, 在单元即将满足破

坏条件时,单元即被消去, 其结点上很小的应力将在以后的步骤中

逐渐释放掉。

如图 4.15所示是半无限大有限宽度的材料承受均匀单向拉

伸的情况,在初始状态, 材料内部没有微孔洞, 只是在自由表面上

有周期性分布的微小形状缺陷。随着载荷的增大, 孔洞开始形核和

扩展, 图 4.15 中给出了平均拉伸应变分别为 0.268、0.307 和
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0.332情况下对应的孔洞体积百分比 f 的等值线图, 孔洞的持续

扩展导致剪切带形式的塑性流动局部化和裂纹的形成。

图 4.15 平面应变拉伸试件中剪切裂纹的形成 [ 4.2]

图 4.16所示是圆棒拉伸试件在单拉过程中三个阶段(即孔洞

中心即将发生孔洞汇合、币状张开裂纹形成和裂纹最后的“之”字

形扩展阶段)的孔洞体积百分比 f 的等值线图, ( a ) , ( b)和( c)对应

的载荷分别为 P / P ma x = 0.731、0.521和 0.032, 其中 P m ax 是试件

能承受的最大载荷。在初始状态,圆柱试件沿长度方向直径均匀,

没有微孔洞。随着载荷的增加,发生颈缩和孔洞形核, 并且在颈缩

区内孔洞迅速长大和汇合。图 4.17 是采用 Gurson 模型并考虑孔

洞汇合情况下得到的拉伸应力应变曲线。

以上的研究证明了平面应变拉伸实验和圆棒拉伸实验结果的
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图 4.16 圆棒试件的颈缩与断裂 [4.2] 图 4.17 圆棒试件的拉伸应力

应变曲线

重大差别,前者没有明显的颈缩现象发生, 最终的破坏是由变形局

部化带引起的剪切断裂,在剪切带以外的孔洞体积百分比很小, 而

后者的断裂主要是由颈缩中心的高三轴度引起的孔洞汇合导致

的,其断口为 45°的杯状。

此外, T vergaard 和 Needleman
[ 4. 38]

, A oki 等人
[ 4.2 9, 4. 2]
用大变

形的 Gu rson 本构模型及有限元方法模拟了韧性材料中裂纹尖端

的变形行为。裂纹尖端的韧性断裂过程与上述两种情况又有很大

差别,由于裂纹尖端应力应变的高梯度, 使得当外载远远低于断裂

载荷时裂纹尖端附近的材料就已经达到了破坏条件。此时, 材料的

细观特征尺度起着重要作用。就此问题本书后面还将进一步介绍。
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4.4 临界空穴扩张比理论

在近十几年时间里,郑长卿及其合作者们对韧性金属材料的

空穴型宏细损伤进行了一系列的实验和理论研究工作, 提出了一

套临界空穴扩张比理论和一种处理多级空穴形核的组合功密度损

伤破坏模型, 提供了处理韧性材料空穴型损伤和破坏问题的一种

思路。本节简单介绍临界空穴扩张比理论的部分成果, 更系统的内

容可参见专著[ 4.16, 4.17]。

  4.4.1 �临界空穴扩张比理论的背景——

空穴的形核、扩张和聚合规律

  郑长卿等人选用低合金钢 BS4360-50D 制成的圆柱形试件,

在拉伸情况下通过扫描电镜对塑性变形、颈缩以至失稳断裂过程

中的空穴形核、扩张、聚合过程进行了详细观察。通过实验和数值

计算,得到了下列主要结论:

( 1) 空穴形核是一个贯穿于大部分塑性变形范围的延续性过

程。第一代空穴开始形核主要集中于颈缩起始阶段, 材料的形核应

变接近于最大载荷对应的应变值。从总的趋势来讲, 相对空穴体积

随有效塑性应变的增加而增加。从试件失稳至断裂的过程中, 伴随

着大量二级空穴的形核与扩张。

( 2) 空穴一旦形核, 即在不断增大的有效塑性应变和三轴度

的作用下不断长大。空穴的横纵扩张比与空穴的初始尺寸关系不

大,关键取决于应力状态的三轴度。空穴的扩张量与初始尺寸比近

似呈正比,在变形过程中, 纵向扩张和横向扩张对应力三轴度的依

赖性不同。

( 3) 当有效塑性应变 εp ≈ 0.6时, 空穴首先在沿载荷轴线的

方向上开始聚合, 当 εp 接近失稳应变, 即其值约为断裂应变的
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90% 左右时, 空穴开始沿与载荷垂直的方向聚合, 通常首先发生

在三轴应力较高的试样中心轴线附近。并且由于“内颈缩”与剪切

脱开的同时作用,真实聚合方向与拉伸方向交角呈不同角度, 故宏

观断面往往呈锯齿状。

4.4.2 临界空穴扩张比判据

根据塑性力学中的一些常用假设 (如单一曲线假设和韧性断

裂的条件仅仅取决于加载过程中的应力状态) , 可以将韧性金属材

料的宏观断裂准则表示为

εp = εf ( Rσ) ( 4.4.1)

式中εp 表示有效塑性应变, Rσ= σm /σe q 为应力三轴度, εf( Rσ) 表示

在 Rσ下材料的有效断裂应变, σm 和σeq 分别为静水应力和 Mises 等

效应力。式( 4.4.1)的断裂判据在应用上有不方便之处, 因为它要求

材料在各种应力三轴度下的断裂应变值。为此,将上式改写为

εp f ( Rσ) = VG C = cons t. ( 4.4.2)

式中 f ( Rσ) 是关于应力三轴度的函数, 由实验确定为

f ( Rσ) = exp
3
2

Rσ ( 4.4.3)

式( 4.4.2)中的常数 VG C 为

VG C = εff ( Rσ) ( 4.4.4)

它是一个新的材料韧性断裂特征参数, 既宏观形式的临界空穴扩

张比参数。

通过对 30CrMnSi 等多种钢材的扫描电镜观察, 发现这些材

料细观的临界空穴扩张比 R c/ R 0 为不敏感于应力三轴度的相应各

材料的特征参数,其中 R 为球形空穴半径, Rc 为空穴扩张到在临

界失稳状态时的折算半径, R0 为空穴形核时的折算半径。可以证

明, 宏观形式的临界空穴扩张比 VG C 在细观上对应于空穴扩张比

的临界值 R c/ R 0 , 其关系为
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VG C =
1
C

ln
R c

R 0
( 4.4.5)

因此, VG C 亦为不敏感于应力三轴度的材料常数。该式表明, VG C

与细观尺度上的临界空穴扩张比 R c/ R 0 的对数成比例,因而可称

为宏观形式的临界空穴扩张比。临界空穴扩张比判据可解释为:在

统计平均意义上,空穴扩张到临界值时(不论是第一代空穴的直接

汇合,还是通过第二代空穴汇合) ,材料即发生破坏。

4.4.3 临界空穴扩张比判据的应用

1.应用于材料和热物理工艺的评价

临界空穴扩张比参数 VG C 的主要特点是:它是与应力三轴度

无关的表征材料抗拉特征的韧性指标;其值越大, 表示材料的断裂

韧性越好;它既有明确的细观物理背景, 又易于用宏观手段测量。

因此, VG C 不仅可用于区分不同材料断裂韧性的优劣, 而且可用于

鉴别不同热物理工艺对材料韧性的影响大小。

2.用于预测无裂纹体与裂纹体的启裂

无论构件是否含有裂纹, 都可以按照临界空穴扩张比判据预

测构件启裂时的载荷、启裂位置和方向。首先由受载结构或构件的

应力应变场算出 VG = εp
3
2

Rσ 的分布与变化, 当试件某处的 VG

首先达到临界值 VG C 时,即可预知该处首先发生空穴的聚合, 同时

即可知此时的载荷已达到启裂载荷。例如图 4.18 所示为一个三点

弯曲裂纹试件裂尖前缘在临启裂前的有效塑性应变 εp、应力三轴

度 Rσ、垂直裂纹面方向的拉应力 σyy 及参数 VG 的分布, 图中 X 表

示到裂纹距离的归一化参数。

3.作为损伤变量

用 VG 可以定义一种损伤变量, 为

D =
VG

VG C
( 4.4.6)
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图 4.18 三点弯曲试件裂纹前缘 εp、Rσ、σyy 及 VG 的分布 [ 4.17]

该损伤变量的物理意义明确, 其演化方程可根据弹塑性力学的理

论、VG 的定义和材料的本构关系得到。

4.非比例载荷下的应用

实验结果表明, 临界空穴扩张比在非比例载荷情况下仍可以

应用,即非比例加载对临界空穴扩张比的影响不大。对于复杂加载

的情况,空穴型损伤遵循线性累积定律, 即临界空穴扩张比判据又

表示为

∫
t

0
V
●

G ( t) dt = VG C ( 4.4.7)
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第5章 考虑损伤的断裂力学

5.1 引  言

在固体力学中,人们对结构破坏的研究经历了三个阶段。第一

个阶段是弹塑性力学阶段,将材料看作是理想均匀、没有任何缺陷

的连续介质, 通过弹塑性分析按照经典的强度理论判断结构是否

破坏。第二个阶段是断裂力学阶段, 到 20 世纪中叶, Griffit h,

Irwin等人的一些工作标志着断裂力学开始形成, 断裂力学研究结

构中存在宏观裂纹的问题,但仍将裂纹周围看作是均匀的连续介

质。因此宏观断裂力学仅仅适用于宏观裂纹形成之后的阶段, 对材

料开始劣化到宏观裂纹形成之间的力学行为和物理过程并未进行

理论分析和描述。断裂力学在航空航天工程、核工程等许多工程部

门的发展过程中发挥了重要作用。第三个阶段是现代破坏力学阶

段。在 Kach anov-Rabotnov工作的基础上, 考虑材料细观缺陷的

发生发展过程及其对材料行为影响的损伤力学开始形成。尤其是

到了 80年代中后期, 以宏观、细观、微观相结合的现代破坏力学的

研究为固体力学的发展注入了新的活力, 标志着人们对材料破坏

过程的认识更加深刻
[ 5. 1, 5. 2]
。

工程材料内部往往存在着大量弥散分布的细观缺陷, 在外部

因素(如外力、温度)等作用下损伤将逐渐演化。材料的破坏往往就

是由于损伤的集中化发展,最终形成宏观的缺陷如裂纹。在宏观裂

纹形成以后, 细观的损伤仍在不断演化, 并推动宏观缺陷的发展,

而宏观裂纹在扩展过程中所扫过的附近区域, 也往往是细观损伤
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高度集中的区域。如图 5.1所示, 损伤力学的主要研究对象是材料

中分布的细观缺陷的发展演化, 而断裂力学则忽略在宏观裂纹形

成以前的损伤阶段,也忽略了宏观裂纹周围的损伤, 只考虑理想的

宏观缺陷。显然,如果将损伤力学和断裂力学结合起来, 可以更好

地反映材料破坏的实际过程。本章意在将损伤力学和断裂力学联

结 起来, 介绍考虑损伤的断裂力学, 称为破坏力学 ( failure

mech anics )。这个名词已逐渐为固体力学家所接受。

图 5.1 断裂力学、损伤力学和破坏力学

研究结构的破坏, 重要的目标之一是建立材料破坏的判断准

则。在早期的弹塑性力学阶段, 有四个熟悉的用最大主应力或用应

力分量的组合表示的强度理论。在线弹性断裂力学中, 有应力强度

因子准则如 K Ⅰ = K Ⅰ c 以及与之相等效的能量释放率准则 G =

Gc, 其中 KⅠ 和 G代表了外界的推动力,而 K Ⅰ c 和 Gc 代表了材料

抵抗断裂的能力。在弹塑性断裂力学中有 J 积分准则、裂纹张开位

移准则等判断裂纹的扩展。而现代破坏力学的研究目的是寻求在

考虑损伤的情况下控制裂纹扩展的参数, 进而建立具有更一般意

义的考虑材料损伤的破坏准则。

在引入损伤以后,对裂纹的分析将变得更为复杂, 同时也期待

它能解释经典断裂力学难以解释的一些问题。在经典的断裂力学

中, 裂纹的扩展主要表现为裂纹面的向前运动, 如图 5.2( a)所示。

而在引入损伤以后,裂纹两侧将出现一个连续损伤的区域, 裂纹的
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扩展是连续损伤的集中化发展引起的, 在损伤区的外面才是弹性

区, 裂纹扩展的过程就是裂纹尖端附近材料逐渐损伤引起的损伤

区(以及塑性区)移动的过程,如图 5.2( b)所示。另一个例子是弹

塑性材料中动态裂纹的扩展问题(图 5.3) , 此时裂纹尖端温度升

高, 但由经典的断裂力学求得的温度升高比实验结果高出 30～

40% , 在引入损伤考虑损伤耗散后, 得到的结果则接近于实验

值
[ 5. 3]
。

( a) 不考虑损伤 ( b) 考虑损伤

图 5.2 裂纹的扩展 图 5.3 动态裂纹的扩展

  将具有位移间断的断裂力学与非均匀的含分布缺陷的损伤力

学结合起来,研究物体的破坏过程, 目的在赋予实际中同时存在的

奇异性缺陷与分布缺陷以更接近实际的力学描述。逐步将损伤力

学与断裂力学两者联结起来, 赋给破坏力学以更为合理而真切的

内容。这一方面的研究刚刚开始不久。本章介绍的内容是这一方

面迄今为止的一个总结和尝试。
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5.2 考虑损伤的 Dugdale 模型

通过对软钢薄板裂纹前缘塑性区的实验观察, Dugdale
[ 5 .4]建

立了一个简单的计算模型,用于分析裂纹尖端弹塑性变形场的某

些特点。设一大板中含有一个中心穿透直裂纹, 板的长度和宽度远

远大于裂纹的长度,板的厚度远小于裂纹的长度, 而且设塑性区的

长度 d 0 比板厚大得多, 则塑性区可模拟为裂纹前端高度为 t 的屈

服狭带。假设材料为理想弹塑性材料,则屈服带内σy y = σs , 其中σs

是屈服应力。Dugdale假设在塑性区范围内, 屈服的影响相当于增

加了裂纹长度,如图 5.4所示。

Dugdale 还假设塑性区的长度可以利用屈服带顶端应力不存

在奇异性的条件来求得。根据顶端处总的应力强度因子 ΣKⅠ =

0, 得到塑性区的长度

d 0 = a 0 sec
πσ∞
4σs

- 1 ( 5.2.1)

上述计算模型称为 Dugdale模型。1977年, Janson
[ 5.5 ]将损伤引入

Dugdale 模型, 假设在裂纹尖端的窄塑性区内发生连续损伤,而在

塑性区外面损伤很小, 不影响材料的应力应变关系。Janson 所研

究的基本问题如图 5.5 所示。

采用 Broberg定义的损伤变量

ω= ln( A/ Ae ff) ( 5.2.2)

式中 A 为横截面的总面积, Ae ff 为有效承载面积,则 Cauch y应力

σ和净应力 s分别定义为

σ= P / A ( 5.2.3)

s = P / Ae ff ( 5.2.4)

对于小损伤的情况, Broberg 的损伤定义与 Kachanov定义的损伤

ω= ( A - Ae ff ) / A 相接近。由方程( 5.2.2)～( 5.2.4) ,得
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图 5.4 Dugdale 模型    图 5.5 无限大平板中的Ⅰ型裂纹

σ= sexp( - ω) ( 5.2.5)

  采用以下两种形式的本构方程:

  ( 1) s =
ε/ B 0 当 ε< εy

sy 当 ε≥ εy
( 5.2.6)

式中 B 0为材料常数, εy为屈服应变, sy 为净屈服应力。上式表明材

料承受的净应力是有限的(图 5.6)。

图 5.6 损伤材料的本构关系和

损伤演化曲线 [ 5.5]

  ( 2) s = ε/ B 0 ( 5.2.7)

即材料能承受的净应力是无限

的。

损伤的演化方程也假设以

下两种形式:

( 1) 假设损伤和应变之间

成幂次关系,即

ω= Kε
ν
0 ( 5.2.8)

如图 5.6所示, 式中 K 和 ν0 为

材料常数。此式适用于所有的
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ε。当 s < sy 时,由式( 5.2.6)和( 5.2.8)得到

ω= C0 s
ν
0 ( s < sy ) ( 5.2.9)

式中常数 C0 = K B
ν
0

0 , 该式的关系曲线如图 5.6 所示。

( 2) 假设损伤和净应力之间成幂次关系, 即

ω= C0 sν0 ( 5.2.10)

  下面利用 Dugdale模型的方法计算裂纹尖端塑性损伤区的尺

寸。首先,采用( 1)中的本构关系和损伤演化方程。将平面应力条

件下的弹塑性裂纹问题等效化如图 5.7 所示的线弹性断裂力学问

题,裂纹的长度为 2c = 2a + 2d , 远场应力为 σ∞ , 在 a ≤ ©¦x ©¦≤ c

的范围内受到单轴拉伸应力作用。在塑性区内的净应力为 s = sy ,

Cauchy应力 σ为

σ= sy exp( - ω) ( 5.2.11)

图 5.7 考虑损伤的 Dugdale

模型的裂纹前方应力分布[ 5.5]

这里只考虑由于损伤引起的面

积减小而不考虑由于变形引起

的面积减小。

根据Hult 和McClint ock
[ 5 .6]

的理论分析, 在理想弹塑性材料

中Ⅲ型裂纹尖端的剪切应变具

有 γ∝ ξ
- 1
的奇异性, Rooke 和

Bradshaw
[ 5.7 ]
的实验结果表明Ⅰ

型裂纹尖端应变也具有 ξ- 1 的

奇异性, 其中 ξ是塑性区内一点

到裂纹尖端的距离(图 5.7)。这

里虽然考虑了损伤, 仍假设应变

具有 ξ- 1 的奇异性, 因此损伤的

奇异性为ω∝ ξ
- ν

0。塑性区内损伤的分布表示为

ω= ω0 (ξ/ d ) - ν
0 ( 5.2.12)

式中ω0 为 ξ= b处的损伤值, 由式( 5.2.9)得到
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ω0 = C0 s
ν
0y ( 5.2.13)

于是塑性区内的应力分布为

σ= sy exp[ - ω0 (ξ/ d )
- ν

0 ] ( 5.2.14)

  塑性区以外的应力由两部分引起,一是远场载荷σ∞ 引起的应

力,二是裂纹面上载荷引起的应力, 分别表示为

σ1 ( r ) = σ∞ c/ 2r ( 5.2.15)

σ2 ( r ) = - sy ( 2/π) c/ 2r∫
c

a
exp [ - ω0 (ξ/ d )

- ν
0 ]

dt

c2 - t 2

( 5.2.16)

塑性区以外的总应力为

σ( r) = σ1 ( r ) + σ2 ( r )

= σ∞
c

2r
1 -

2sy

πσ∞∫
c

a
exp - ω0

ξ
d

- ν
0 dt

c
2

- t
2

( 5.2.17)

  于是,利用在 r = 0处应力有限的条件, 即

σ( 0) = sy exp ( - ω0 )

得到塑性区尺寸应满足的条件为

∫
c

a
exp - ω0

t - a
c - a

- ν
0 dt

c
2

- t
2

=
πσ∞
2sy

( 5.2.18)

  下面采用( 2)中的本构关系和损伤演化方程, 即假设材料不发

生屈服。在不考虑损伤的线弹性情况下, 裂纹尖端附近的应力和应

变都有ξ- 1/ 2 的奇异性。假设损伤不影响应变的奇异性,即应变和

净应力的奇异性仍为ξ
- 1/ 2

, 而损伤的奇异性为 ω∝ ξ
- ν

0
/ 2
。

将塑性区的长度记作ξ
*
。在屈服带内的应力分布为

σ= s*
ξ
ξ
*

-
1
2

ex p - ω*
ξ
ξ
*

-
ν
0
2

( 5.2.19)

式中ω
*
和 s
*
分别为屈服带顶端的损伤和净应力, 分别为
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ω
*

=
1
ν0

,  s
*

= ( C0 ν0 )
-

1
ν
0 ( 5.2.20)

  由屈服带顶端应力有限, 可类似于( 5.2.18)得到屈服带长度

应满足的条件为

∫
c

a

ξ
ξ*

-
1
2

exp - ω
* ξ
ξ*

-
ν
0

2 dt

c
2

- t
2

=
πσ∞
2s*

( 5.2.21)

  樊学军, 余寿文[ 5.3 ]修正了上述的 Janson-H ult 损伤模型。认

为裂纹前方窄条塑性区内靠近裂尖的材料发生了损伤, 而远离裂

纹的材料虽然也处于塑性屈服状态, 但是没有损伤, 如图 5.7( b)

所示。

设对数损伤ω在塑性区内的分布为

ω=
F (ξ/ d )    当 0 ≤ξ≤ d 1

0   当 d 1 ≤ξ≤ d
( 5.2.22)

记

g =
ξ
d

=
x - a
c - a

( 5.2.23)

则根据 Dugdale模型的概念, 有

σ
∞

=
2sy

π∫
d

1
/ d

0
exp[ - F ( g ) ]

dg

( 1 - g ) 1 +
2a
d

+ g
1/ 2

+∫
1

d
1

/ d

dg

( 1 - g ) 1 +
2a
d

+ g
1 / 2 ( 5.2.24)

  在小范围屈服条件下, a / d m 1, 并设 F (ξ/ d ) 的一种简化形

式为

F (ξ/ d ) = C1 d /ξ- C2 ( 5.2.25)

式中 C1 和 C2 为常数。从而得到塑性区的长度
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d =
π
2

K
sy

2
1

C2
0

( 5.2.26)

其中

C0 =∫
C

1
/ C

2

0

ex p -
C1

g
+ C2

( 1 - g ) 1/ 2 dg + 2 1 -
C1

C2

1 / 2

( 5.2.27)

损伤区与塑性区的长度之比 d 1 / d 即等于 C1 / C2。式( 5.2.27)中取

B = 0时, 即退化为 Janson-Hult 模型。

5.3 突然损伤模型下的动力稳态裂纹扩展

本书介绍由 Bui 和 Ehrlacher 等人
[ 5. 8, 5 .9]
所提出的一种最简

单的损伤模型——突然损伤模型。利用该模型 Bui等人研究了弹

性和弹塑性材料中裂纹的动力稳态扩展问题, 得到了小范围损伤

条件下Ⅲ型裂纹损伤区的精确解,以及Ⅰ型裂纹的有限元数值解。

Bui等人
[ 5 .8, 5.9]
所采用的方法称为断裂的局部方法,它集中讨

论损伤区的形状、尺寸及其力学场。确定损伤过程区的数学问题是

很复杂的,因为它是一个耦合损伤的应力应变场问题, 所以必须研

究高应变的损伤过程区内的材料性质, 这是一个不定边界的非线

性问题,过程区的边界随着加载过程而变动, 并要与其外包的宏观

力学场相匹配。

5.3.1 突然损伤模型

在简单加载条件下,金属材料的准静态应力应变关系往往包

括三个阶段, 即弹性段 ( E)、塑性段 ( P)和破坏段( F ) ,如图 5.8( a)

中实线所示。在破坏阶段, 随着变形的增大,应力很快下降, 这可以

由多种因素造成,如颈缩、剪切带失稳等。而塑性区的范围取决于
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材料和加载。在高应变率 (ε> 10
4
s

- 1
) 的情况下, 应力应变曲线变

得较尖,塑性阶段不明显, 如图 5.8( a)中虚线所示。

Bui等
[ 5.8 ]
首先将材料的应力应变关系简化为图 5.8( b)所示

的弹性突然损伤模型,发生损伤断裂的条件可表示为

f ( I 1 , J 2 ) = 0 ( 5.3.1)

式中 I 1 = σii, J 2 =
1
2

sij sij 分别为应力张量的两个不变量。按照

K achanov 对损伤的定义, 在突然损伤模型中, 损伤变量 D 只取两

个值:在线弹性阶段 D = 0, 在应力达到损伤断裂条件后, D = 1。

当外加应变超过临界应变εR 后, 应力突然消失。

另一种较为复杂的模型是弹塑性突然损伤模型, 如图 5.8( c)

所示。

( a ) 静态和动态应力应变曲线

( b) 弹性突然损伤模型

( c) 弹塑性突然损伤模型

图 5.8

5.3.2 稳态裂纹扩展的条件分析

考虑如图 5.9所示的损伤区 Z, 它以速度 V 平行于 ox1 轴稳
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态扩展。损伤区边界�Z由两条直线 BC和 B′C′及一条曲线 BAB′

组成, 在 BC 和 B′C′上材料处于弹性卸载, 而 BA B′是损伤区前

缘。在尾区 Z 内应力张量是零张量,因此应力张量在 �Z 两侧是不

连续的。在运动的坐标系中,无损区的边界条件为

σ21 = σ22 = σ2 3 = 0

f ( I 1 , J 2 ) < 0
 在 BC 和 B′C′上 ( 5.3.2)

σnn = σnt = σnZ = 0

f ( I 1 , J 2 ) = 0
 在BAB′上 ( 5.3.3)

( a ) 稳态运动的损伤区 ( b) 复平面 τ= σ32/ β+ iσ31

图 5.9

  在二维问题中,损伤断裂准则有比较简单的形式, 在Ⅲ型加载

情况下应力分量只有σ31 和σ3 2 ,因此 f ≤ 0 的条件等价于

σ23 1 + σ23 2 ≤ τ2R  (σ3 n = 0) ( 5.3.4)

在Ⅰ型和Ⅱ型问题中则可以写为

σ
2
tt ≤ σ

2
R  (σnn = σnt = 0) ( 5.3.5)

式中 n, t 分别表示 �Z 边界的法向与切向坐标, τR , σR 为材料的破

坏剪应力与正应力。

在裂纹的稳态扩展过程中,损伤区的边界是未知的, 因此这是

一个未知边界问题,并且边界 �Z 上的第二个条件类似于塑性力
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学中的屈服条件, 所以这又是一个非线性问题。在边界�Z 上还应

满足质量流动的守恒条件

ρu = ρ0u 0 = m( s)   ( s∈ �Z) ( 5.3.6)

式中ρ和ρ0 分别是无损区Ω和损伤区 Z 上的质量密度, u和 u0 是

材料质点相对于 �Z 的法向运动速度,在直线边界 BC和 B′C′上,

质量流量 m( s) = 0, 而沿着 BAB′, m( s) > 0, 因此根据热力学第

二定律,在边界 �Z 两侧的熵跃 [ s] ≥ 0, 这意味着材料从 Ω到达

Z 的过程中, 含有能量耗散发生。

5.3.3 小范围损伤区的动力扩展

从数学上,小范围损伤可以理解为在无穷远处的应力和应变

场仍为 K 场, 即损伤的范围足够小不影响远场的应力和应变分

布。对于Ⅲ型问题,在固定坐标系 ox yz 中, 位移 w 应满足的波动

方程为

�
2
w
�x

2 +
�

2
w
�y

2 -
1
c

2
�

2
w
�t

2 = 0 ( 5.3.7)

式中 c = (μ/ρ)
1 / 2
为剪切波的速度, μ为剪切模量, 对于稳态扩展

问题,引入动坐标系 ox 1 x 2 x3 以及复变量

z = x 1 + iβx 2 ( 5.3.8)

τ=
1
β
σ32 + iσ31 ( 5.3.9)

式中β= 1 - ν2 / c2 ,σ3 2 = μw , 2 ,σ3 1 = μw , 1。方程( 5.3.7)等价于

�τ
�z

= 0 ( 5.3.10)

因此只要找到满足方程 ( 5.3.10) 和所有边界条件的解析函数

τ( z ) 或 z(τ) , 则该损伤扩展问题即得到解决。

这里边界条件包括( 5.3.4)中的损伤准则、�Z 上的应力自由

条件以及小范围损伤假设下的远场应力条件
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τ≈
K

β 2πz
,  z → ∞ ( 5.3.11)

式中 K 为类似于动态应力强度因子 K Ⅲ 的外载参数。

为了求解上述问题,进行两次映射变换。首先为了满足损伤准

则( 5.3.4) ,将损伤区 Z 映射到 τ平面上的一个半椭圆的内部, 其

长、短轴半径分别为 τR /β和 τR。损伤区前缘 BAB′映射到椭圆弧

ba b′, 而直线 BC和 B′C′映射到 bc和 bc′。其中关键的一步是把应

力自由边界条件 σ31n1 + σ3 2n2 = 0表达为复变形式。在弧 bab′上,

τ=
1
β
τR cosθ+ iτR s inθ, -

π
2
≤θ≤
π
2
。如果 记 BA B′上的弧单

元为 ds, 则利用自由边界的条件,有 dz = ( s inθ+ iβcosθ) ds, 于是

在 bab′上的应力自由条件表达为

Im (τ2 - γ2 )
dz
dτ

= 0  (在 ba b′上) ( 5.3.12)

式中 γ= ( 1 - β2 )τ2 /β2。在直线 BC和 B′C′上,由于σ3 2 = 0, dτ是

纯虚数,而 dz 和(τ2 - γ2 ) 是实数,所以在 bc和 b′c′上的应力自由

条件可以表示为

Re (τ
2

- γ
2
)

dz
dτ

= 0 (在 bc和 b′c′上) ( 5.3.13)

  然后引入辅助平面 ω, 通过映射变换 τ→ω(τ) 把椭圆 (τR /β,

τR ) 的内部区域映射到单位圆 ©¦ω©¦= 1。这样, 方程 ( 5.3.11) ,

( 5.3.12)和( 5.3.13)的解为

z′(τ) =
C

(τ2 - γ2 )
1
ω(τ)

+ ω(τ)
1
ω

2
(τ)

- ω2 (γ)

× ω2 (τ) - ω2 (γ)

( 5.3.14)

式中 C 为实常数

C = -
K

2
γ

2
[ω′( 0) ]

2

πω
2
(γ)β

2 ( 5.3.15)

方程( 5.3.14)即完全解决了上述非线性问题。而上面的映射函数为
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ω(τ) =
2τ

(α+ 1)τR
exp[ Q(τ) ] ,  (α= 1/β)

Q(τ) = ∑
k≥ 1

( - 1) k 1
k

γ2kτ- 4k
R

[ (α+ 1)
2 k

+ (α- 1)
2k

]

× P 2k (τ) (α+ 1)
- 2k

P 2k (τ) = [τ+ τ2 - γ2 ] 2k + [τ- τ2 - γ2 ] 2 k

( 5.3.16)

式中 P 2k (τ) 是 2k 次多项式。

描述损伤区的一个重要参数是其厚度 2h, 由式( 5.3.14)得到

2h = K 2 [ω′( 0) ]
2

β
3 1 - ω2 (γ) +

1
γ

2
[ω′( 0) ]

2

-
1
ω

2
(γ)

-
ω�( 0)

2[ω′( 0) ]
3 ( 5.3.17)

  图 5.10给出了 h 与 V/ C 的两条关系曲线, 分别对应于常数

图 5.10 损伤区厚度 h 随

速度 V 的变化曲线 [ 5.8]

应力准则 K /τR  能量准则 K 2/ (βτ2R )

K /τR ( 即 应 力 准 则 ) 和

K
2
/ (βτ

2
R ) (即能量准则)。注

意到当 V = 0时, 厚度最大

h = h0 = K
2
/ ( 2τ

2
R ) , 当速度

升高到 V = C 时, h减小到

h =
1
2

h0。图 5.11给出了几

种速度取值下损伤区前缘

的形状。

在准静态情况下, β=

1, ω(τ) = τ/τR , 此时问题的

解简化为

z′(τ) = -
K

2

πτ
3 -

K
2

πτ
2
R

1
τ

( 5.3.18)
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图 5.11 损伤区前缘的形状[ 5.8]

或

z (τ) =
K 2

2πτ2
-

K 2

πτ2R
log
τ
τR

+ C1 ( 5.3.19)

式中 C1 是积分实常数,可由条件 x 1 ( B) = 0确定。这样损伤区的

前缘 BAB′为一尖点摆线, 方程为

x 1 (θ) =
K

2

2πτ
2
R
( cos2θ+ 1)

x 2 (θ) = -
K 2

2πτ2R
( s in2θ+ θ)

 -
π
2
≤ θ≤
π
2

( 5.3.20)

由方程( 5.3.17)或( 5.3.18)可知, 对于理想弹性即 τR → ∞ 的情

况,损伤区的厚度 h = 0。

对于 R = τR /τ0 的几个取值, 准静态加载情况下沿 ox 1 轴的应

力σ32 分布如图 5.12所示, 其中τ0是材料的屈服应力, 图中虚线为

不考虑损伤的线弹性断裂力学的结果。
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图 5.12 损伤区前缘应力 σ32分布
[ 5.8]

5.3.4 弹塑性材料中Ⅲ型裂纹的准静态损伤

考虑理想弹塑性材料中的一个条状损伤区, 厚度为 2h , 损伤

前缘是由式( 5.3.20)表示的尖点摆线。现在假设损伤区是不扩展

的, 承受Ⅲ型准静态单调加载, 材料表现为弹塑性突然损伤, 屈服

应力为τ0 , 断裂应变为εR , 问题是如何求解弹性区、塑性区的范围

以及极限载荷 K R。

沿着损伤区前缘 BAB′, 应力满足屈服条件, 应变 ε为常数,

当 K < K R 时 ©¦ε©¦< εR ,当 K = K R 时ε= εR。Bui等人
[ 5.8 ]给出了

这个问题的解析解。在弹性区内的应力和位移分布为

z(τ) =
K 2

2πτ20
τ

2
0

τ
2 + 1 -

2h
π

log
τ
τ0

( 5.3.21)

w =
1
μ

Im
K

2

π
1
τ

-
1
τ0

-
2h
π

(τ- τ0 ) ( 5.3.22)
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式中τ的取值范围为 ©¦τ©¦≤ 1, -
π
2
≤θ≤
π
2
。

弹、塑性区的交界线为卷曲摆线, 方程为

M 1 =
K

2

2πτ
2
0
( cos2φ+ 1)

M 2 =
K

2

2πτ
2
0
sin 2φ+

2h
π
φ

( 5.3.23)

式中φ= - θ。

在塑性区内,特征线是一族直线, 其旋转中心在ω点,坐标为

xω= -
2h
π

cos2 h

yω=
2h
π
φ-

h
π

sin2φ
( 5.3.24)

塑性区和损伤区的交界线为尖点摆线(图 5.13) :

N 1 =
h
π

( cos2φ+ 1)

N 2 =
h
π

( s in2φ+ 2φ)
( 5.3.25)

图 5.13 静止裂纹的弹性、塑性和损伤区 [ 5.8]

特征线上的应力为 σ3β = τ0 , σ3α= 0。沿 β线BAB′的应变 ε3β为
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常数

ε3β=
1

8hτ0μ
( K

2
+ 2hτ

2
0 ) ( 5.3.26)

沿α线的位移场是常数

w = w ( M) =
K

2

τ0
+ 2hτ0

sinφ
μπ

( 5.3.27)

  方程( 5.3.21)～( 5.3.27)给出的解的适用条件是 ε0 ≤
τ0
2μ
≤

ε3β≤ εR , 即

K 2
0 ≤ K 2 ≤ 2hτ0 ( 4μεR - τ0 ) ( 5.3.28)

式中 K 0 = τ0 2h。因此极限载荷参数K R 与材料参数及损伤区的

厚度有关,表示为

K R = 2hτ0 ( 4μεR - τ0 ) ( 5.3.29)

或

K
2
R = 2hτ

2
0 2
εR
ε0

- 1 ( 5.3.30)

  有趣的是,可以由此类推得到Ⅰ型载荷下的极限承载能力为

K 2
R = hσ20 2

εR
ε0

- 1 ( 5.3.31)

式中ε0 = σ0 / E。

从物理上讲, 由于极限载荷K R总是有限的, 因此当εR →∞时

h → 0, 这种极限情况对应于理想塑性材料中的裂纹问题,塑性区

的形状退化为圆。对于一般的材料, εR ≠∞, h≠ 0, 塑性区的高度

R 为

R =
K

2

2πτ
2
0
sin arccos -

2hτ20
K 2 +

h
π

arccos -
2πτ20
K 2

( 5.3.32)

塑性耗散率为
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D p =
2K K

●

μτ0
K 2

2πτ0
-

hτ0
π

( 5.3.33)

5.3.5 准静态阻力曲线的近似分析

上面给出了Ⅲ型静止损伤区问题的解,对于运动的损伤区, 弹

性、塑性和损伤区的形状如图 5.14所示,此时的结果有所不同。但

是根据式( 5.3.33)以及量纲分析,塑性耗散率仍有如下的形式

Dp = AK 3 K
●

- BK K
●

h ( 5.3.34)

式中 A 和 B 为材料常数。

图 5.14 弹塑性损伤介质中的弹性、塑性和损伤区 [5.8]

根据能量守恒方程

∫Ωρu
●

iu
●●

idV +∫Ωσijε
●

e
ij dV +∫Ωσijε

●

p
ij dV =∫�ΩT iu

●

ids

( 5.3.35)

可以导出损伤区扩展的能量释放率为

G= Dp / V +∫ BB′
W (ε

e
) +

1
2
ρu
●

iu
●

i n1 ds ( 5.3.36)

因此能量释放率 G包含两部分, 即塑性耗散部分和材料的断裂能

量率 G。对于Ⅰ型准静态问题, 断裂能量率 G 正比于损伤区厚度
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h , 为

G =∫ B B′
W(ε

e
) +

1
2
ρu
●

iu
●

i n1 ds =
1 - ν

2

E
σ

2
0 h

( 5.3.37)

而能量释放率G正比于 K 2 , 为

G= K 2 1 - ν2

E
( 5.3.38)

  将式( 5.3.34) , ( 5.3.37)和( 5.3.38)代入( 5.3.36) , 得

( 1 - ν2 )
E

K
2

= ( AK
3

- BK h )
dK
da

+
( 1 - ν2 )

E
σ

2
0 h

( 5.3.39)

  由于塑性耗散恒为正, Dp > 0, 因此有

K
2
≥ Bh/ A ( 5.3.40)

  以下给出阻力曲线的两种近似形式。

( 1) 撕裂模量模型

假设 B/ A = σ20 , 则式( 5.3.39)变为

( K 2 - hσ20 )
2( 1 - ν2 )

E A
-

dK 2

da
= 0 ( 5.3.41)

( a) 撕裂模量模型 ( b) 一般模型

图 5.15 阻力曲线

由于第一个括号恒为正,则得到

dK 2

da
=

2( 1 - ν2 )
E A
    

 ( K
2

> hσ
2
0 ) ( 5.3.42)

即当 K 2
0 > Bh/ A 以后, K 2 与 Δa

= a - a 0 成线性关系(图 5.15)。

( 2) 一般模型

一种更合适的形式是假设损

伤区的厚度在扩展过程中逐渐增大,例如可以假设如下的形式

h = α+ βK
2

( 5.3.43)

此时方程( 5.3.39)变为
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dK
2

da
= 2

1 - ν
2

E
1 - βσ

2
0

A - Bβ
K

2
- K

2
2

K
2

- K
2
1

( 5.3.44)

式中

K 2
1 =

Bα
A - Bβ

,  K 2
2 =
σ20α

1 - βσ
2
0

( 5.3.45)

  由式( 5.3.45)可导出 a - K 2 面内的 R 曲线:

a - a 0 =
E ( A - Bβ)

2( 1 - ν2 ) ( 1 - βσ20 )

K
2

- K
2
1 + ( K

2
2 - K 1 )

2
log

K
2
2 - K

2

K 2
2 - K 2

1

( 5.3.46)

如图 5.14所示, a 随着外载的增大单调增大。应该指出, K 2 ≤K 1

即σ
2
0 ≤ B/ A, 否则会存在一个载荷 K

2
使得 Bh/ A < K

2
< σ

2
0 h, 此

时塑性功为正值, dK / da > 0, a
●

> 0, 平衡方程 ( 5.3.39)无法满

足。

5.3.6 主要结论

本节介绍了 Bui等人发展的弹性和弹塑性突然损伤模型以及

由于完全损伤区扩展引起的断裂问题。对于Ⅲ型动力稳态扩展问

题,通过保角变换得到封闭的解析解, 这对于理解更为一般的断裂

问题(如Ⅰ型问题)是很有帮助的。在该模型中, 一个重要的参数是

损伤区的厚度 2h, 它取决于断裂应力、扩展速度和加载条件,它是

结构的特征, 而不是材料的特性。损伤区具有宏观尺寸的非零厚

度,随着速度的增大而变薄。该模型的另一个重要特点是应力和应

变场不具有奇异性。

在弹塑性突然损伤模型中, 假设材料能承受的极限应变是

εR , 当 εR → ∞时 h → 0, 而对于一般材料εR ≠∞, h > 0, 因此断

裂能量率 G恒为正。
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Bui 等
[ 5.9 ]
还用有限元方法分析了损伤区的Ⅰ型动力扩展问

题, 此时解的一些定性性质与Ⅲ型裂纹相类似,这里不做详细介绍。

5.4 脆性材料裂纹尖端的损伤局部化

本节利用有剩余强度的弹脆性突然损伤模型, 分析脆性材料

裂纹尖端的另一种破坏形式——损伤局部化,即从宏观角度来看,

完全损伤只集中发生在裂纹前端一个宽度很小的带内, 称为损伤

局部化带。这样, 脆性材料的裂纹尖端场就由于损伤程度的不同而

形成一个三层嵌套结构,从外到里依次是无损区、连续损伤区和损

伤局部化带
[ 5. 10, 5 .11]
。

5.4.1 裂纹尖端损伤的定性分析

如上节所述, Bui和 Ehrlacher 等
[ 5. 8, 5. 9]
利用弹脆性突然损伤

模型分析了Ⅲ型和Ⅰ型稳态扩展裂纹尖端的损伤行为, 得到了稳

态扩展裂纹的损伤解, 认为裂纹尖端附近及尾区内有一个宽度为

2h 的完全损伤区,损伤前缘的形状近似为摆线。该损伤区完全丧

失了承受应力的能力, 并随着裂纹的扩展向前延伸, 因此, 这个解

相当于在无限大体中存在一个如图 5.16所示的构形, 即一个具有

宽度为 2h 的半无限长的缺口,缺口前缘具有特定的形状, 不妨表

示为

R = R(θ)   -
π
2
≤θ≤
π
2

( 5.4.1)

且在远场应力σ∞ 的作用下, 在缺口前缘 BA B′上的每一点处的切

向正应力σt t 均相同,同时达到损伤断裂准则

σt t = σc ( 5.4.2)

式中 σc为拉伸断裂应力。只有这样,随着缺口向前的不断扩展, 损

伤前缘才有可能保持相同的形状, 在缺口后面留下一个有限高度
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为 2h 的完全损伤区。

但是,这种构形只是一种理想的破坏形式, 其扩展方式是不稳

定的。因为缺口的实际形状最初一般不会具有如此理想的形状, 也

不可能一直保持下去,在缺口周围的切向正应力 σt t 必然存在或大

或小的波动, 因此各点不会同时达到损伤断裂准则。不妨假设在

θ= 0 处的损伤首先达到了破坏临界值而发生了局部断裂, 如图

5.17 所示, 则在新的断面 MN M′上的法向正应力(也就是在原缺

口前缘 BAB′上的切向正应力 )将迅速下降, 引起应力的重新分

布, 在 BAB′面上其它各处的应力将随之卸载而不是继续发生损

伤。在 MN M′的尖端产生新的应力集中区,于是缺口沿着 MN M′

的尖端方向向前扩展。因此,要形成一个稳态扩展的、具有宏观尺

寸宽度的完全损伤区的可能性是很小的。根据微裂纹的细观损伤

力学理论
[ 5. 11]

, 在宏观裂纹尖端周围存在一个微裂纹稳定扩展的

过程区, 即发生连续的损伤, 但是损伤到一定程度, 将在某一方向

上发生损伤的局部化,裂纹将沿着损伤局部化的方向向前扩展, 而

不会在整个裂纹尖端周围都发生损伤的局部化和应变软化现象。

实验中发现裂纹扩展的表面是凹凸不平的, 这是由于实际材料的

不均匀性、颗粒分布等的影响造成的裂纹扩展方向的暂时偏转, 而

不是损伤造成的具有宏观尺寸宽度的完全破坏的材料层。

图 5.16 稳态扩展的缺口模型 图 5.17 缺口的损伤局部化
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  因此, Bui等人的结果
[ 5.8, 5.9]
是在材料理想均匀和特定的理想

构形情况下的一种可能的但不稳定的解, 并未反映裂纹扩展的真

实情况, 按照其结果, 裂纹扩展所需的能量比较高, 实际的裂纹往

往按本节分析的低能障的形式扩展。

5.4.2 无限大平板中的中心穿透裂纹的解

脆性材料的应力应变关系大致可分为四段,即线弹性段、非线

性损伤段、应力跌落段和应变软化段 [ 5 .11 ]。将非线性损伤段引入裂

纹尖端的屏蔽效应分析, 可以证明在损伤饱和区内的应力仍为 K

场分布 [ 5. 13, 5 .11]。本节主要考虑裂纹尖端更小范围内的损伤断裂行

为,此时材料的应力跌落和应变软化起着关键作用。因此, 为了简

单起见, 将应力应变关系简化为如图 5.18所示的三段,从初始加

载到应力跌落前的应力应变关系用一条直线代替, 它可以是考虑

了损伤的影响的,其单拉应力应变关系表示为

σ=
Eε 0≤ ε≤ εc = σc / E )

f (ε) (ε≥εc)
( 5.4.3)

式中 E 为 OB 段的弹性模量, σc 和εc 分别为材料能承受的最大拉

图 5.18 有剩余

强度的弹脆性

突然损伤模型

伸应力及其对应的应变, f (ε) 是一个描述材

料软化过程的单调降函数,可以由实验确定,

也可以从细观力学导出。

Dugdale-Barenblatt 模型
[ 5. 4, 5. 12]

(以下简

称 D-B 模型)最初是在分析韧性材料的Ⅰ型

断裂问题时提出的, 认为裂纹顶端附近的塑

性区是位于裂纹延长线上长度为 l、宏观宽度

为零的直线段, 这是由于塑性变形的局部化

造成的。此后, D-B模型被推广应用于复合型裂纹、界面裂纹、疲

劳、蠕变、损伤、应变强化等多种情形的延性断裂问题。

设脆性损伤材料的无限大板中含有一长为 2a 的直线穿透裂
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纹, 受到垂直于裂纹的均匀拉伸应力σ∞ 作用, 建立如图 5.19 所示

的坐标系 ox y。根据上面的分析, 在裂纹的尖端将发生损伤局部

化,沿裂纹延长线一定长度上的材料发生了应力跌落, 但仍有一定

的剩余强度, 因此脆性材料含中心裂纹板的断裂问题和韧性材料

图 5.19 无限大平板的中心

裂纹尖端损伤局部化

的断裂有相似之处。只是在脆性

材料的断裂中没有明显的塑性变

形, 总体变形很小, 裂纹前方不会

出现明显的局部颈缩。这里借助

于 D-B 模型的思想, 来阐明脆性

材料中裂纹尖端损伤的一些特点。

设在裂纹尖端发生应力跌落

的零宽度的损伤局部化带的长度

为 l (图 5.19) , 它与远场的应力强

度因子有关,且 l n a。认为损伤的范围很小, 不影响远场的应力分

布。在远场拉伸应力σ∞ 作用下的应力强度因子为

K ∞ = σ∞ πc ( 5.4.4)

式中 c = l + a。在损伤局部化带延长线上的 y 方向的正应力分布为

σ1 ( r ) =
K ∞

2πr
= σ∞

c
2r

( 5.4.5)

式中 r = x - c为裂纹前端一点到损伤局部化带顶端的距离。设在

损伤局部化带 a ≤ x ≤ c内的应力分布为

σ= σ�( x )   ( a ≤ x ≤ c) ( 5.4.6)

对于含中心裂纹的无限大板,在裂纹面 x = ± ξ处作用一对对称

的垂直于裂纹面的集中力σ�(ξ) dξ时, 在裂纹尖端附近 y 方向的正

应力分布为

dσ2 = -
2σ�(ξ) dξ
π

x c2 - ξ2

( x
2

- ξ
2
) x

2
- c

2
( 5.4.7)
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由于假设损伤局部化带的尺寸比裂纹小得多, 即 l n a , 而且只考

虑距离损伤带很近的点的应力, 有 r n c, 于是将 x = c + r 代入上

式并略去小量得到

dσ2 = -
2 c σ
�
(ξ) dξ

π 2r( c2 - ξ2 )
( 5.4.8)

对应的应力强度因子为

dK = -
2 c σ�(ξ)

π( c
2

- ξ
2
)

dξ ( 5.4.9)

在ξ= a 和 ξ= c之间对式( 5.4.8)积分,得到损伤带内的分布拉

应力在裂尖附近产生的应力为

σ2 =∫
c

a
-

2 c σ�(ξ)

π 2r ( c2 - ξ2 )
dξ ( 5.4.10)

  于是,由式( 5.4.5)和( 5.4.10)得到在损伤局部化带前端附近

总的应力分布为

σ( r ) = σ1 ( r ) + σ2 ( r ) = σ∞
c
2r

1 -∫
c

a

2σ�(ξ)

πσ∞ c2 - ξ2
dξ

( 5.4.11)

在考虑损伤后,在裂尖 r = x - c = 0附近的应力应该是有限的,

因此有

∫
c

a

2σ�(ξ)

πσ∞ c
2

- ξ
2
dξ= 1 ( 5.4.12)

如果函数σ
�
( x ) 的形式已经确定, 则损伤带尺寸就可由上式计算得

到。但是在 D-B模型中, σ�( x ) 的具体形式一般无法直接确定, 而

必须结合更准确的分析得到。下面通过两种简化计算损伤带的近

似尺寸。

( 1) 在具有剩余强度的弹脆性突然损伤模型(图 5.18)中, 假

设材料发生应力跌落后的剩余强度保持常数, 即单向拉伸时的应
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力应变曲线如图 5.20所示。此时, 在损伤局部化带内,有

σ�( x ) = σ0 = cons t. ( a ≤ x ≤ c) ( 5.4.13)

图 5.20 剩余强度为常数的

弹脆性突然损伤模型

代入式 ( 5.4.12) 并积分, 得到损伤

局部化带的长度为

l = c 1 - cos
πσ∞
2σ0

( 5.4.14)

  ( 2) 假设损伤带内的应力分布

为如下的线性分布

σ
�
( x ) =

x - a
c - a
σ0 ( a ≤ x ≤ c)

( 5.4.15)

代入式( 5.4.12) ,知损伤局部化带的尺寸可由下式得到

a
c

= cos c
a

2

- 1 -
c
a

- 1
πσ∞
2σ0

( 5.4.16)

5.4.3 无限大平板中的半无限长裂纹的解

图 5.21 无限大

板中半无限长裂

纹的尖端损伤局

部化

  对于如图 5.21所示的半无限长裂纹,将坐标系 ox y 建立在损

伤局部化带的尖端,远场所加的应力强度因子为 K ∞。在 x = ξ(ξ

< 0) 处作用一对集中力 σ
�
(ξ) dξ时, 产生的应

力强度因子为

dK D = -
2σ
�
(ξ)

2π( - ξ)
dξ  ( 5.4.17)

所以,损伤带内的分布力产生的应力强度因子

为

dK D =∫
0

- l
-

2σ�(ξ)

2π( - ξ)
dξ

( 5.4.18)
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由于 x = 0附近的应力有限,应有

K ∞ + K D = 0 ( 5.4.19)

即

∫
l

0

2σ
�
( - ξ)

2πξ
dξ= K∞ ( 5.4.20)

  ( 1) 假设损伤局部化带内的应力为式 ( 5.4.13)的常数分布

时,得到损伤局部化带的长度为

l = 2π
K∞
4σ0

2

( 5.4.21)

  ( 2) 假设损伤带内的应力为如下的线性分布时

σ�( x ) =
l + x

l
σ0 ( - l ≤ x ≤ 0) ( 5.4.22)

得到损伤局部化带的长度为

l = 2π
3K ∞
8σ0

2

( 5.4.23)

  如果在某一特定的应力强度因子 K∞ 下, 无限大板中的半无

限长裂纹发生了稳态扩展, 则有一个宽度为零、长度为 l 的发生了

应力跌落的损伤局部化带沿着裂纹的方向稳态运动。

5.4.4 两种破坏模式能量耗散的简单比较

以单位厚度的无限大板中的半无限长Ⅰ型裂纹为例。按照

Bui 和 Ehrlacher
[ 5.9 ]
给出的破坏模式, 裂纹准静态扩展的能量耗

散率主要包括两部分——形成断裂面所需的表面能和材料损伤耗

散的能量,即

D 1 = 2d sV + 2hd m V ( 5.4.24)

式中 d s 为单位面积的表面能, d m 为单位体积的材料从无损状态

到完全损伤状态所需耗散的能量, V 为裂纹扩展的速度。d s 和 dm

均为材料常数,后者与单拉应力应变曲线下的面积相关。在 Bui等
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的模型中 h 为一有限值, 而在本文的损伤局部化带的破坏模式下,

从宏观角度看, h 接近于 0,此时的能量耗散率为

D 2 = 2d sV ( 5.4.25)

  显然, 损伤局部化带的裂纹扩展方式所需要的能量要比 Bui

等得到的具有宏观尺寸宽度的完全损伤区域的扩展方式要低得

多, 因此, 这种方式是更可能发生的和合理的, 也是在实验和生活

中经常可以观察到的。

5.4.5 脆性材料裂纹尖端损伤场的结构

在上面的分析中,忽略了脆性材料的连续损伤。在考虑连续损

伤的应力应变关系下, 裂纹尖端可根据损伤的程度不同分为三个

区域, 即无损区①、连续损伤区②和损伤局部化带③, 分别对应于

应力应变关系的线弹性段、非线性强化段和应变软化段。对于未经

过扩展的静止裂纹,裂纹尖端的损伤分区如图 5.22 所示, 而对于

扩展后的裂纹,存在一个连续损伤的尾区, 如图 5.23所示。

图 5.22 静止裂纹尖端的

损伤分区结构

图 5.23 扩展裂纹尖端的损伤分区结构

在连续损伤区内的应力应变场和损伤场可以用屏蔽效应的分
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析方法
[ 5.1 1, 5. 13]
得到。而损伤局部化带的尺寸仍可由与 D-B模型

类似的方法得到,只需将其中的 K∞ 换为考虑屏蔽效应的 K t ip。例

如,式( 5.4.20)可表示为如下的形式

∫
l

0

2σ�( - ξ)

2πξ
dξ= K ti p ( 5.4.26)

对于扩展裂纹, K t ip依赖于包括尾区在内的整个连续损伤区域。上

式表明损伤局部化带的长度和屏蔽比 K ti p / K ∞ 直接相关。

5.5 小损伤的裂纹尖端场和温度分布

本节介绍一种分析小损伤条件下裂纹尖端场的解耦方

法
[ 5. 14]
。Lemaitre 和 Chaboche

[ 5. 15]
的实验结果表明, 对于大多数金

属和合金, 临界损伤因子 ωc 一般都小于 0.25, 因此假设从开始损

伤 (ω= 0) 到损伤断裂 (ω= ωc ) 的整个过程中都有ωn 1, 即把

损伤变量 ω看作是小参数, 裂纹尖端场可以用渐近展开的方法研

究。这就是本节小损伤假设的含义。

引入有效应力的概念,利用渐近展开的方法, 可以证明在小损

伤条件下应变场和有效应力场不受损伤的影响,作为零阶近似解,

用解耦的方法求解在小损伤条件下的裂纹尖端场是合理的。由于

大多数金属和合金的临界损伤因子都是很小的, 这种解耦方法有

比较广泛的应用范围。

5.5.1 塑性损伤平面问题的控制方程

Lemaitre 和 Ch aboche
[ 5.1 5]详细研究了韧性材料中损伤的演

化问题, 近似认为, 在比例加载条件下损伤的演化和塑性应变 εp

成线性关系

ω= ωc〈ξεp - εD
εR - εD〉 ( 5.5.1)
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ξ=
2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σH
σe

2

( 5.5.2)

式中角括号的定义为当 x > 0时,〈x〉= x ;当 x ≤ 0时,〈x〉= 0。

ωc 是临界损伤因子, ν是泊松比, σH 是静水应力, σe是 Mises 等效

应力, εR 是单向拉伸情况下破坏时的临界塑性应变, εD 是损伤的

塑性应变门槛值。

在极坐标系 ( r , θ) 中,损伤场的演化方程可由式( 5.5.1)表示为

ω( r , θ) =〈ω0εp ( r , θ) - ω1〉 ( 5.5.3)

式中记

ω0 = ξωc/ (εR - εD)

ω1 = εDωc / (εR - εD) ( 5.5.4)

  在文献[ 5.15, 5.16]中, Lemait re 和 Chaboch e 给出了室温条

件下 7 种金属(或合金)材料的εD ,εR 和ωc的取值(表 5.1)。可以看

出, 除了 99.9%的铜以外, ωc都小于 0.25。在塑性损伤的阶段, 弹

性应变相对于塑性应变很小而可以忽略,即近似认为 ε= εp。

表 5.1

材料 εD εR ωc

99 �.9%铜 0 �.35 1 r.04 0 Z.85

AU 4 PG1 合金 0 �.03 0 r.25 0 Z.23

E 24 +钢 0 �.50 0 r.88 0 Z.17

XC38 k钢 0 �.02 0 r.56 0 Z.22

30 �CD4钢 0 �.02 0 r.37 0 Z.24

2024 J合金 0 �.03 0 r.25 0 Z.23

INCO718 �合金 0 �.02 0 r.29 0 Z.24

忽略体积力, 则平面问题的平衡方程和位移协调方程分别表

示为

σij , j = 0 ( 5.5.5)
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εij , ij - εii, j j = 0 ( 5.5.6)

弹塑性材料中考虑损伤影响的应力应变关系为

εij = εeij + εpij ( 5.5.7)

ε
e
ij =

( 1 + ν)
E

sij +
1 - 2ν

E
δijσkk ( 5.5.8)

ε
p
ij =

3
2

Bσ
n - 1
e sij / ( 1 - ω)

n
( 5.5.9)

σe =
3
2

sij sij
1 / 2

, sij = σij -
1
3
δijσkk ( 5.5.10)

式中 ε
e
ij 和ε

p
ij 是弹性应变和塑性应变, sij 是偏应力, B 和 n 是材料

常数。根据应变等效假设,有效应力定义为

σ
*
ij = σij / ( 1 - ω) ( 5.5.11)

  为简单起见, 假设式 ( 5.5.7)和( 5.5.8)中的弹性项不受损伤

的影响。利用有效应力 σ
*
ij 的概念以及小损伤 ωn 1的假设, 可以

将上述方程表示为如下的零阶近似公式

σ
*
ij D σij ( 5.5.12)

σ*ij , j = 0 ( 5.5.13)

εij , ij - εii, j j = 0 ( 5.5.14)

εij D εpij =
3
2

Bσ* ( n- 1)
e s*ij ( 5.5.15)

  对于无损伤的幂硬化材料,控制方程表示如下:

σ0ij , j = 0 ( 5.5.16)

ε
0
ij , ij - ε

0
ii, j j = 0 ( 5.5.17)

ε0ij D ε0p
ij =

3
2

Bσ0( n - 1 )
e s0

ij ( 5.5.18)

式中上指标“0”表示无损材料的场。对比上述两组有损和无损的控

制方程,容易得到如下的对应关系

εij = ε
0
ij ( 5.5.19)

σ
*
ij = σ

0
ij ( 5.5.20)
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表明在小损伤假设下, 考虑损伤的应变场和有效应力场与不考虑

损伤的应变场和应力场是相同的。

将式( 5.5.20)代入( 5.5.1) , 得到损伤场

ω( r , θ) =〈ω0ε0p ( r , θ) - ω1〉 ( 5.5.21)

进而得到应力场如下

σij = ( 1 - ω)σ
*
ij D ( 1 - ω)σ

0
ij ( 5.5.22)

  于是,应力、应变和损伤场的全耦合计算过程简化为以下三个

解耦的迭代步骤:

( 1) 利用关系( 5.5.19)和( 5.5.20) , 由无损材料的应变场和

应力场得到损伤材料的应变场和有效应力场;

( 2) 由损伤演化方程( 5.5.1)计算损伤场;

( 3) 包含损伤的应力场由式( 5.5.22)表示。

5.5.2 小损伤条件下Ⅲ型静止裂纹的尖端场

余寿文等已经给出了在无损的幂硬化材料中裂纹[ 5.1 7]和刚性

平面夹杂
[ 5. 18]
的近尖端场。利用上面介绍的解耦方法, 得到在小损

伤条件下Ⅲ型静止裂纹的尖端应变场为

γr = γsin (θ- χ) ,γθ= γcos(θ- χ)

γ( r ,θ) = ( B/ r )
n / ( n+ 1)
γ�(θ)

γ�(θ) = {[ ( 1 + n - 2 ) + ( 1 - n - 2 ) cos2χ] / 2}
n

2( n + 1 )

( 5.5.23)

应力场

τr = τs in(θ- χ) , τθ= τcos(θ- χ)

τ( r , θ) = [ 1 - ω( r ,θ) ] nτ0 (γ/γ0 )
1
n

( 5.5.24)

损伤场

ω( r ,θ) =〈ω0γ0 J
τ0γ0 I nr

n
n+ 1

γ�(θ) - ω1〉 ( 5.5.25)
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式中 J 为无损裂纹尖端的 J 积分,

cos2χ= cosθ[ 1 - β2 sinθ] 1/ 2 - βsin 2θ

β=
n - 1
n + 1

,  B = γ
n + 1
n

0
J
τ0γ0 I n

I n =
( n + 1)π

2n
( 5.5.26)

  由式( 5.5.25)可知, 在小损伤条件下幂硬化材料裂纹尖端的

塑性损伤场ω( r ,θ) 具有 r
- n/ ( n+ 1)
的奇异性, 但是当ω≥ωc, 材料发

生损伤断裂, 裂纹扩展 Δa。对于理想塑性材料 ( n → ∞) , 损伤的

奇异性为 r
- 1
。

损伤区前缘由ω= ωc的条件确定。利用式( 5.5.25)并考虑到

式 ( 5.5.3)和( 5.5.4) ,得到在Ⅲ型加载情况下损伤区前缘的条件

(取 εD = 0) 为

γ( r , θ) =
3εR

2( 1 + 2ν)
( 5.5.27)

  损伤区前缘的无量纲形状 r�(θ) 表示为

r�(θ) = r(θ) 2( 1 + ν)γ0
3εR

n + 1
n 2nJ

( n + 1)τ0γ0
= E ( n, θ)

( 5.5.28)

E ( n, θ) =
1
2

( 1 + n - 2 ) +
1
2

( 1 - n - 2 ) cos2χ
1 / 2

( 5.5.29)

r
�
(θ) 的形状是一个圆,取决于硬化指数 n。式( 5.5.23)～( 5.5.29)

即为Ⅲ型裂纹问题的解。对于刚性平面夹杂问题, 损伤场的解可以

直接利用镜面反射的特点得到 [ 5. 18]。

5.5.3 小损伤条件下Ⅰ型静止裂纹的尖端场

对于无损介质,裂纹尖端有著名的 HRR 奇异场
[ 5.1 7]

σ
0
ij ( r , θ) =

J
BI n r

1
n+ 1

σ
�0
ij (θ, n)

ε0ij ( r ,θ) =
J

BI nr

n
n+ 1

ε�0ij (θ, n)

( 5.5.30)
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式 中 σ
�0
ij (θ, n) 和 ε�

0
ij (θ, n) 为角分布函数。利用对应关系式

( 5.5.20) ,有

σ
*
H = σ

0
H =

3
2

(σ
0
r r + σ

0
θθ) ( 5.5.31)

σ
*
e = σ

0
e =

3
4

(σ
0
r r + σ

0
θθ)

2
+ 3σ

02
rθ

1/ 2

( 5.5.32)

εp = ε
0
p = ασ

0n
e ( 5.5.33)

于是,损伤场为

ω( r , θ) = ωc〈ξεp - εD
εR - εD〉 ( 5.5.34)

ξ=
2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν) (σ
0
H /σ

0
e )

2
( 5.5.35)

5.5.4 Ⅲ型裂纹尖端区域的温度分布

利用前面得到的损伤介质Ⅲ型裂纹尖端场的解析解, 可以在

解耦的热弹塑性框架下得到塑性耗散引起的裂纹尖端温度场的解

析表达。余寿文和 Gross
[ 5.18 ]曾经导出了无损介质裂纹尖端的温度

分布。这两个结果的差别表明, 裂纹尖端损伤对温度的影响是明显

的。

和塑性耗散相比,弹性耗散很小而可以忽略。由于塑性耗散引

起的单位体积的热生成为

Q
●

D Q
●

p = τγ
●

( 5.5.36)

利用前面得到的Ⅲ型裂纹尖端场,得到

Q
●

= ( 1 - ω)τ0 (γ/γ0 ) 1/ nγ
●

= ηω( r ,θ) Q
●

0
p ( r ,θ, t) ( 5.5.37)

Q
●

0
p =
n
n + 1

J
I n r
γ�

( n+ 1) / n
(θ) ( 5.5.38)

ηω( r , θ) = 1 - ω= 1 -〈ω0 γ0 J
τ0γ0 I n r

n+ 1
n

γ
�

(θ) - ω1〉
( 5.5.39)
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式中 Q
●

0
p 是无损介质中塑性耗散引起的热生成, ηω( r , θ) 是考虑损

伤效应的修正函数。对于无损情况, ηω( r ,θ) = 1。对于理想塑性介

质 ( n → ∞) , 式( 5.5.37)简化为

Q
●

p =
2J
●

π
1 -〈2Jω0
πτ0

cosθ
r

- ω1〉cosθ
r

( 5.5.40)

  引入以下的无量纲变量
[ 5. 15]

ε
*

= kt 0 / L 0 , k = κ/ ( cρ)

a 0 = Q
●

0 / ( L
2
0 T 0cρ) , r

*
= r / L 0 , T

*
= T / T 0

t
*

= t/ t 0 , P ω( r
*

,φ, t
*

) = ηω( r
*

, ω) Q
0
p ( r
*

,φ, t) / L 0

( 5.5.41)

式中κ为热传导系数, t为时间, ρ为质量密度, c为比热。则对于

图 5.24所示的裂纹问题, 热传导方程可以写成如下的无量纲形式

�T
*

�t *
- ε* 2è * 2 T * = P ω( r * ,χ, t)

t 0

cρT 0
( 5.5.42)

图 5.24 Ⅲ型裂纹尖端的等应变线

  利用无限大平板中,点热源的基本解和叠加原理, 可以计算裂

纹尖端的温度场
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T
*

( r
*

, θ, t
*

) =∫
t *

0
∫

R
p

(ψ)

0
∫
θ

0

- θ
0

P ω(σ, ψ, t
*

) a 0 exp -
1

4ε* 2 ( t * - τ)

  × r
* 2

+ σ
2

- 2r
*
σcos(θ- ψ) σdσdψ

dτ
4πε
* 2

( t
*

- τ)

( 5.5.43)

图 5.25 Ⅲ型裂纹尖端的温升

裂纹前方延长线上的温度分布为

T
*

( r
*

, 0, t
*

) =∫
t*

0∫
R

p
(ψ)

0∫
θ
0

- θ
0

P ω(σ,ψ, t
*

) a 0

 × exp -
r
* 2

+ σ
2

- 2r
*
σcosψ

4ε
* 2

( t
*

- τ)
σdσdψ

dτ
4πε
* 2

( t
*

- τ)

( 5.5.44)

  裂纹前方延长线上的温度分布计算结果如图 5.25所示, 图中

实线为考虑损伤的式 ( 5.5.43)的结果, 虚线是无损的结果。T * 0
m ax

和 T *m a x 分别是无损和有损情况下的最高温度, T *ma x 明显低于

T
* 0
m a x。这可能是实验观察的结果比无损情况下的理论观测低的原

因之一。例如,在 P MMA 材料中,当裂纹扩展速度为 200ms
- 1
时,
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无损情况下的理论分析指出裂纹尖端温升 ΔT 为 900K～1200K,

但实验测量的ΔT 仅为 335K～455K。

将式( 5.5.39)和( 5.5.41)代入( 5.5.44) ,得到

T
*
ma x = T

*
( a
*
1 , 0, t

*
) =∫

t *

0
∫

R
p

(ψ)

0
∫
θ

0

- θ
0

( 1 - ω)
Q

0
p ( r
*

,ψ, t
*

)
L 0

a 0

× exp -
a
* 2
1 + σ

2
- 2a

*
1 σcosψ

4ε
* 2

( t
*

- τ)
σdσdψ

dτ
4πε* 2 ( t * - τ)

( 5.5.45)

式中 a
*
1 = (Δa + Rd ) / L 0 = Δa

*
+ R

*
d , Rd 是损伤区的尺寸。

如果令ω= 0, 则得到无损情况下的 T * 0
ma x 为

T * 0
ma x = T * ( r *1 , 0, t * ) ( 5.5.46)

容易证明 T *m ax / T * 0
ma x < 1, 这可以解释无损的理论预测结果与实验

结果的差别。另外也可以从能量的角度解释这一现象, 总的能量耗

散可以分解为

D
●

= D
●

d + D
●

p ( 5.5.47)

式中 D
●

d 和 D
●

p 分别为损伤部分和塑性部分的能量耗散。如果忽略

损伤耗散,则 D
●

= D
●

0
p , 我们假设所有的塑性耗散都转化为热。但

事实上, D
●

0
p > D

●

p , 所以无损情况下的理论分析高估了裂纹尖端的

温升。考虑损伤耗散时裂纹尖端温度升高这一问题的定量计算结

果, 可参见余和樊
[ 5.3]
的文章。该文利用修正的 Janson-Hult 损伤

模型, 求得了损伤耗散 D d。对于不同的参数, 求得的 T *ma x 大约是

无损情况下 T * 0
ma x 值的 30%～50%。说明计入裂纹尖端区域的损伤

耗散是必要的。

5.6 蠕变裂纹的扩展和损伤

5.6.1 蠕变裂纹扩展的基本概念

  一些材料在外加载荷作用下除了瞬时弹性和塑性变形外, 还
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会发生一种随时间而变化的变形, 称为蠕变。对于大多数金属材

料, 当环境温度高于 30%的熔点温度时就会产生明显的蠕变变

形。事实上, 在核电站、燃气轮机、发动机以及一些动力和航天装置

中,有许多构件的工作温度都已超过了材料的蠕变门槛值温度。不

少构件的失效就是由于蠕变情况下裂纹扩展造成的,因此研究蠕

变裂纹的扩展和损伤问题具有重要的实际意义。

与金属材料相比,高分子聚合物的蠕变门槛值温度则低得多。

在室温下,就可以观察到聚合物的蠕变变形。从微观力学角度看,

多晶体钢和高分子聚合物的蠕变破坏过程有很大差别, 但是两者

的宏观裂纹扩展特性却是相近的。

蠕变变形通常分为三个阶段,如图 5.26 所示。单拉情况下材

料总的应变为

ε= ε0 + ε1 + ε2 + ε3 ( 5.6.1)

ε0 = εe + εp ( 5.6.2)

图 5.26 蠕变变形的三个阶段

式中 ε0 为与时间无关的应变, εe 和

εp 分别为弹性和塑性应变, ε1 , ε2 和

ε3 分别为第一、第二和第三阶段的蠕

变应变。在第一阶段, 蠕变应变率呈

下降趋势, 在第二阶段, 蠕变应变率

保持恒定, 而在第三阶段, 应变率呈

增大的趋势,直到材料的最终断裂。

蠕变裂纹扩展过程中有两种竞

争的机制,其一是由于蠕变变形造成了裂纹尖端钝化, 从而松弛了

裂纹尖端的应力场,延缓了裂纹扩展;其二是由于蠕变变形造成了

裂纹尖端的微裂纹和微孔洞的损伤演化, 随着这些微缺陷的汇合

又能促进裂纹的扩展。蠕变裂纹扩展的速率取决于这两种竞争机

制的综合效果。

研究蠕变裂纹扩展问题的目的就是要寻求控制裂纹扩展的主
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导参数, 建立在各种不同条件下裂纹扩展速率 a
●

和相关参数如应

力强度因子 K、裂纹尖端张开位移率 δ
●

、净截面应力 σne t 、与路径

无关的积分 C
*

, C
*
h , J 等的关系。预测蠕变构件的寿命。通常有两

类研究方法,即断裂力学的方法和损伤力学的方法
[ 5 .19～5 .21]
。

在损伤力学方法中,认为当损伤因子 ω达到临界损伤因子 ωc

时材料发性断裂,不再承受应力, 因此损伤力学的方法自动包含了

裂纹扩展。一个裂纹只要其尖端的损伤ω= ωc, 则开始扩展。另一

个重要的概念是小范围损伤,如果裂纹尖端的损伤过程区足够小,

则蠕变裂纹问题可以看作是一个边界层问题, 损伤方程的远端边

界条件为非线性粘性的 HRR 场。只有在小范围损伤的条件下, 断

裂力学中的一些载荷参数如 C
*

, K Ⅰ ,σn et , G,σr ef , J 等才有效。如果

损伤区的范围比较大而影响了奇异场的分布, KⅠ , C
*
等参数与

裂纹的扩展没有简单的对应关系, 因此在超出小范围损伤的条件

后,利用断裂力学的方法解决蠕变裂纹扩展问题比较困难。

问题是小范围损伤的假设究竟有多大的适用范围, 即 C
*
作

为裂纹扩展主导参数的条件是什么,当超出这一范围后问题应如

何解决。H ayhurst 等人
[ 5.2 3]
提出用含损伤的有限元方法求解蠕变

裂纹扩展问题,然而这种方法计算工作量很大, 对每一个构型都需

要重新计算。另一方面, 连续损伤力学的方程不能包含腐蚀效应的

影响,往往会过高地估计构件的寿命。而在断裂力学的方法中, 裂

纹的扩展速度往往是从实验中直接测量的, 已经包含了腐蚀等因

素的影响,因此在处理蠕变裂纹问题时还是有很多优点的, 而且理

论分析的结果表明,小范围损伤的适用范围是比较广的。

5.6.2 蠕变裂纹扩展的主导参数

在蠕变裂纹的尖端附近区域, 由于微孔洞的形核和胀大而形

成一个损伤过程区。如果损伤过程区与应力应变场的奇异项控制

区相比很小,则这个区域对远场分布的影响就很弱。在这种小范围
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损伤的条件下, 裂纹尖端扩展就可以通过一个时间相关的载荷参

数来控制。应力强度因子 K Ⅰ、裂纹尖端张开位移δ以及与路径无

关的能量积分 J , C
*
等都被推荐为蠕变裂纹扩展的主导参数。对

于蠕变材料中的静止裂纹, R iedel 等
[ 5 .20～ 5. 22, 5.2 4]对裂纹扩展的应

力应变场及其主导参数进行了研究。

1. 首先考虑弹性——第二阶段蠕变材料中的裂纹尖端场。在

单拉情况下,总应变率表示为

ε
●

= σ
●

/ E + Bσn ( 5.6.3)

式中 E 为弹性模量, 对于幂律蠕变材料, 蠕变指数 n 和系数 B 都

是材料参数。在三轴情况下,式( 5.6.3)推广为

ε
●

ij =
1 + ν

E
s
●

ij +
1 - 2ν

3E
σ
●

kkδij +
3
2

Bσ
n - 1
e sij ( 5.6.4)

式中 sij 为应力偏量张量, σe =
3
2

sij sij
1 / 2

为等效应力。在平面情

况下,平衡方程和协调条件为

σαβ, β= 0 ( 5.6.5)

ε
●

αβ, αβ - ε
●

αα, ββ= 0 ( 5.6.6)

初始条件是在 t = 0的初始时刻对含裂纹试件突然施加载荷、边界

条件是在裂纹面上及无穷远处 σαβnβ = 0。根据方程 ( 5.6.4)中的

材料变形律,在 t = 0 时刻试件的响应是弹性的, 裂纹尖端场即为

线弹性断裂力学中的 K 场。

对于方程( 5.6.4)的材料律, 裂纹尖端渐近场具有奇异性。由于

蠕变指数 n 总是大于 1, 在裂纹尖端蠕变应变率将高于弹性应变率,

进而可以证明裂纹尖端渐近场与著名的 H RR 场有相似的形式

σij ( r , θ) =
C( t)
BI nr

1
n+ 1

σ
�
ij (θ) ( 5.6.7)

εij ( r ,θ) =
C( t)
BI n r

n
n+ 1

ε�ij (θ) ( 5.6.8)
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式中 C( t) 为与时间相关的载荷参数,取决于施加的载荷及裂纹体

的几何形状,定义为

C( t) = lim
Γ

e
→ 0
∫
Γ

n
n + 1
σijε

●

ij dx 2 - σijn j
�ui
�x 1

ds ( 5.6.9)

式中Γe是包含裂纹尖端的环形路径。对于第二阶段的稳态蠕变材

料, 裂纹尖端应力场处于稳定状态。在这种极限 ( t→∞) 情况下,

C( t) → C* , C* 是一个与路径无关的积分

C* =∫
Γ
W (ε

●

ij ) dx 2 - σijn j
�ui
�x 1

ds ( 5.6.10)

式中Γ是包含裂纹尖端的任一封闭路径, W(ε
●

ij ) 为应变率密度,

W (ε
●

ij ) =∫
ε
●

ij

0
σij dε

●

ij ( 5.6.11)

  C
*
的另一种常用的计算公式为

C
*

= -
�U

●

�a Δ
● ( 5.6.12)

式中 U
●

为单位厚度上的载荷 P 所做的功率

U
●

=∫
Δ
●

0
P dΔ

●

( 5.6.13)

  稳态蠕变的裂纹尖端场为

σij ( r ,θ) =
C*

BI nr

1
n+ 1

σ
�
ij (θ) ( 5.6.14)

εij ( r , θ) =
C*

BI n r

n
n + 1

ε�ij (θ) ( 5.6.15)

  上述结果表明,在恒定载荷下 t→∞ 的极限情况,裂纹尖端场是

H RR 型的,而在另一种极限情况 t→ 0时, 裂纹尖端场是K 场。随着

在裂纹尖端区域中蠕变应变的增长, 蠕变应变松弛了裂纹尖端的应力

集中程度。如果把蠕变区看作是时间相关的塑性区, 则只要蠕变区与

裂纹长度及构件尺寸相比是一个小量, 则可以看作是小范围屈服的情

况。对于加载后的短时间内的小范围屈服情况, R iedel
[ 5.2 4]

, R iedel 和
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Rice
[ 5.2 1]
分别研究了Ⅲ型和Ⅰ型裂纹的尖端场。

在加载后的短期内, 应力场σij ( r ,θ, t) 与 K , E , B ,ν和 n 相关,

应力强度因子 K 可作为载荷参数。对于Ⅰ型平面应变裂纹, 由量

纲分析知应力场必然有渐近形式

σij ( r ,θ, t) = αn
( 1 - ν

2
) K

2

( n + 1) EBI n r t

1
n + 1

σ�ij (θ) ( 5.6.16)

式中αn 是待定的幅值因子,与蠕变指数 n 有关。应变场为

εij ( r , θ, t) =
3
2

Bt( n + 1)α
n
n

( 1 - ν) 2 K 2

( n + 1) E BI n r t

n
n+ 1

σ�(θ)
n- 1

s�ij (θ)

( 5.6.17)
  为了确定 αn , R iedel 和 Rice

[ 5.2 1]近似认为 J 积分是路径无关

的,由此得到

αn =
n + 1
n
π( 1 - ν

2
)

I n

1
n+ 1

( 5.6.18)

数值结果表明 αn ≈ 1。比较式( 5.6.7)和( 5.6.16)并利用 αn = 1,

发现对小范围屈服有

C( t) =
J ∞

( n + 1) t
=

( 1 - ν2 ) K 2

E ( n + 1) t
( 5.6.19)

即为载荷参数 C( t) 与远场 J 积分 J ∞ =
K

2
( 1 - ν

2
)

E
和应力强度

因子 K 的关系。上述渐近分析表明, K和 C* 分别是小范围蠕变区

和大范围蠕变区极限情况下的主导参数。

蠕变区的范围可以定义为裂纹尖端 HRR 场的等效应力与弹

性区 K 场的等效应力相等的点的连线,表示为

r cr =
1

2x
K
E

2 ( n + 1) I nE
n
Bt

2π( 1 - ν
2
)αn

2
n- 1

F 1 (θ) ( 5.6.20)

式中

F 1 (θ) =
cos

2 θ
2

( 1 - 2ν)
2

+ 3s in
2 θ

2
[σ�e (θ) ]

2

n+ 1
n- 1

( 5.6.21)
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此外, 由等效应变以及 R = 1 也都可以定义蠕变区的形

状
[ 5. 19, 5 .24 ]
。

对于平面应力的情况, 只需将平面应变结果中的泊松比ν用 0

代替即可。

从小范围蠕变到大范围蠕变的特征时间, 可通过令短时间内

的 HRR 场强度和长时间内的 H RR 场强度相等来估算, 由式

( 5.6.14)和( 5.6.16) ,得转换时间 tT 为

tT =
J ∞

( n + 1) C
* =

( 1 - ν2 ) K 2

E ( n + 1) C
* ( 5.6.22)

  2. 现在考虑一个经历第一阶段或第三阶段蠕变裂纹体的裂

纹尖端场。

假设材料的蠕变律遵循 Bailey-Norton 公式

ε
●

ij =
3
2

Bσ
n- 1
e ε

- p
e sij ( 5.6.23)

式中 B, n 和 p 为材料参数, σe =
3
2

sij sij
1/ 2

和 εe =
2
3
εij′εij′

1/ 2

分别为等效应力和等效蠕变应变。当 p > 0, p = 0和 p < 0时, 上

式分别表示第一阶段,第二阶段和第三阶段的蠕变律。

对于比例加载情况,应力场也是按比例变化的, 即

σij ( r , θ, t) = P ( t)σ�ij ( r , θ) ( 5.6.24)

式中 P ( t) 为与时间相关的载荷参数, σ
�
ij 是坐标 r 和θ的函数而与

时间无关。对于比例加载情况,对式( 5.6.23)积分, 得到

εij =
3
2

B( 1 + p )
[ P ( t) ]

n∫
t

0
[ P (τ) ]

n
dτ

1
p + 1 sij
σe
  ( p > - 1)

( 5.6.25)

  式( 5.6.25)给出的应力应变关系对整个试件是唯一的, 与坐

标 ( r ,θ) 无关, 因此 J 积分与路径无关。既然 J 积分乘以任意的时

间函数仍与路径无关,于是引入如下的路径无关积分
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C
*
h = J ( t) [ P ( t) ]

n∫
t

0
[ P (τ) ] ndτ

1
p + 1

( 5.6.26)

C*h 积分依赖于当前载荷即 C*h ∝ P 1 + n / ( 1+ p )。对于 p = 0的特殊情

况, C*h = Ch , 但是一般情况下 C*h 和 C* 是不同的。C*h 要求比例

加载的条件, 这只有静止裂纹才可能满足, 而 C
*
不要求比例加载

的条件。

C*h 可以通过式( 5.6.26)和以下公式计算

J = -
�U
�a P , t

( 5.6.27)

式中

U =∫
Δ

0
P dΔ ( 5.6.28)

为单位厚度上外载 P 所做的功。

在大范围第一阶段蠕变和比例加载条件下, 裂纹尖端的渐近

场仍为 H RR 型的, 表示为

σij ( r , θ, t) =
C
*
h ( t)

[ B( 1 + p ) ]
1

P + 1 I m r

1
m+ 1

σ
�
ij (θ, m) , r → 0

( 5.6.29)

式中σ
�
ij (θ, m) 是归一化的角分布函数。式( 5.6.29)表明, C

*
h 是一

个对大范围第一阶段蠕变的恰当主导参数。

如果同时考虑弹性变形和第一阶段蠕变变形,应变率表示为

ε
●

ij =
1 + ν

E
s
●

ij +
1 - 2ν

3E
σ
●

kkδij +
3
2

Bσn - 1
e ε- p

cr sij  ( 5.6.30)

式中εc r 为等效蠕变应变。

在 t = 0时突然对裂纹施加恒定的载荷, 在短时间内的小范围

屈服条件下,远处边界条件是一个渐近的弹性奇异应力场。在裂纹

尖端附近, 如果 m = n/ ( p + 1) > 1, 则蠕变应变率将优于弹性应

变率。当 r → 0 时,平面应变情况下的应力分量为
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σij ( r , θ, t) = α( n, p )
( 1 - ν

2
) K

2
/ E

[ B( n + p + 1) t]
1/ ( p + 1)

I m r

1
m + 1

σij (θ, m)

r → 0 ( 5.6.31)

式中 α( n, p ) 仍可通过 J 积分与路径无关而近似确定, α( n, p ) ≈

1。因此, 在短时间内, 小范围屈服的裂纹尖端场仍由应力强度因

子K 控制, K 是主导参数。经过较长的时间后, 蠕变区扩展到整个

试件, C*h 成为此时的主导参数。在恒载下从小范围屈服到大范围

蠕变转换的特征时间为

t 1 =
1

m + 1
J ∞
C
*
h

p + 1

( 5.6.32)

  3. 现在讨论考虑第一阶段-第二阶段蠕变裂纹的尖端场。随

着裂纹体大范围的第一阶段蠕变的发展, 在裂纹尖端会产生一个

小的第二阶段蠕变区并逐渐扩展。忽略弹性变形, 只考虑第一和第

二阶段蠕变的本构关系为

ε
●

ij =
3
2

B 1σn1- 1
e ε- p

e sij +
3
2

Bσn2- 1
e sij ( 5.6.33)

  根据 Riedel
[ 5.2 4]
的分析,当 r → 0时, 裂纹尖端场的渐近形式

为

σij ( r ,θ, t) = α( n1 , p , n2 )
n2 + p + 1

( p + 1) ( n2 + 1)

×
C
*
h

B2 I n
2
t

p / ( 1 + p )
r

1
n

2
+ 1

σ�ij (θ, n2 ) ( 5.6.34)

如果假设 J 是路径无关的, 仍有α( n1 , p , n2 ) ≈ 1。

由式( 5.6.14)和( 5.6.34)得到从整个试件的第一阶段蠕变到

第二阶段蠕变的转换时间为

t 2 =
( n2 + p + 1) C*h

( p + 1) ( n2 + 1) C*
( p + 1) / p

( 5.6.35)

当第二阶段蠕变区与裂纹长度和试件尺寸相比是一个小量时, 第
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一阶段的蠕变场强度 C
*
h 是恰当的主导参数。而当 t > t 2 时, 会产

生大范围的第二阶段蠕变, C
*
成为相应的主导参数。

综上所述,可以得到蠕变裂纹尖端场主导参数的适用范围。如

果裂纹体除裂纹尖端的一个很小的塑性区外均为弹性区, 则应力

强度因子 K 控制着蠕变区的扩展及 H RR 场的强度, 这主要发生

在蠕变裂纹受载后较短的时间内。如果时间超过了转换时间 t 1 ,

即材料已有了一个显著的第一阶段蠕变区, 则 C*h 积分成为主导

参数,控制了第二阶段蠕变区及裂纹尖端渐近场的强度。第二阶段

蠕变区继续扩展到转换时间 t 2 后,构件中第二阶段的蠕变已完全

取代了第一阶段的蠕变,其后 C* 积分成为恰当的载荷参数。如果

材料的第一阶段蠕变区不显著, 则 C
*
h 的控制时间就很短了,认为

从 K 主导直接过渡到 C
*
过程,转换时间为 tT。

4. 为了预测蠕变裂纹体的寿命, 需要建立裂纹扩展速率 a
●

与

裂纹尖端场主导参数的关系,几种简单的表达形式为:

a
●

= AK
a
,   a

●

= Bσ
β
n

a
●

= Cδ
●

γ
,   a

●

= D C
* ζ

( 5.6.36)

式中 σn 可以是净截面应力 σne t 或参考应力 σre f, δ
●

是加载线的裂纹

张开位移。上述关系式的具体形式可由实验或理论分析得到。下

面举例说明 a
●

与 C* 的关联式。

从一种细观机制来看, 蠕变裂纹的扩展是由于裂纹尖端微孔

洞的形核、长大和汇合引起的(图 5.27)。作为一种扩展准则, 假设

当裂纹前方 x c 距离处的孔洞汇合条件得到满足时, 裂纹开始扩

展,其中 x c 是孔洞间距。忽略裂纹尖端附近的微孔洞对应力和应

变场的影响, 此时可以用 Monkman-Grant 积来确定发生断裂时

的临界应变。Monkman-Grant 积是指在稳态蠕变阶段的蠕变率ε
●

s

和蠕变寿命 t f 的乘积, Mankman 和 Grant [ 5. 26]认为它是个常数, 即

ε
●

s t f = CMG = 常数 ( 5.6.37)
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图 5.27 由微孔洞引起的蠕变裂纹扩展 [ 5.20]

  在方程 ( 5.6.37)、( 5.6.14)以及微孔洞不影响应力场的假设

基础上, R iedel
[ 5.2 0]给出了发生孔洞汇合的临界应变

εf = ε
●

s t f = 0.69ω
3/ 2
f 1 +

3
n

1/ 2

h (ψ)
λ
d
σ�e

σ�Ⅰ
  ( 5.6.38)

式中 h (ψ) 是与孔洞体积百分比 f V (ψ) 和晶界孔洞张开角 ψ有关

的一个函数, ωf 是用孔洞面积百分比定义的损伤变量 ω的临界

值, λ是孔洞间距, d 是一个细观特征尺寸, σ�e 和 σ�Ⅰ 是 HRR 场中

角分布函数 σ�ij (θ, n) 的等效应力和第一不变量。一般取ωf = π/ 4,

h (ψ) = 0.61, 当 n > 3时,上式可近似为

εf = 0.4
λσ
�

e

dσ�Ⅰ
( 5.6.39)

如果取 n = 5, λ/ d = 0.1, 在平面应变情况下 σ�e/σ�Ⅰ = 0.21, 则临

界应变 εf = 0.78%。于是裂纹尖端的局部准则定义为:宏观裂纹

必须以这样的速率扩展,使得裂纹尖端前方 x c 处的材料刚好达到

临界应变εf。由此可以确定裂纹尖端的运动方程。

利用稳态蠕变阶段的应变率 ε
●

ij =
2
3

Bσ
n- 1
e sij、式 ( 5.6.14)中
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的 HRR 应力场以及裂纹扩展准则,可以建立如下的关于 a
●

的积分

方程

εf
x c

a + x c - a 0

n/ n + 1

+ Bσ
�n

e ( 0)

  ×∫
a

a
0

C*

BI n ( a + x c - a 0 )

n
n + 1 da′

a
●

( a′)
= εf  ( 5.6.40)

式中σ�e ( 0) 为裂纹前方 (θ= 0) HRR 场中等效应力的归一化角分

布函数。从开始加载到裂纹开始扩展的时间为

t i = εf( BI nx c/ C* )
n
n+ 1 / [ Bσ�ne ( 0) ] ( 5.6.41)

当时间超过 ti后, 积分方程( 5.6.40)开始成立。引入无量纲化的裂

纹扩展增量 A = ( a - a 0 ) / x c 以及无量纲的扩展速率 A
●

:

A
●

= a
●

εf σ�
n
e ( 0) ( Bx c)

1
n+ 1 ( C

*
/ I n )

n
n+ 1 ( 5.6.42)

于是方程( 5.6.40)变成

∫
A

0
( 1 + A - A′)

-
n
n+ 1

dA′
A
●

( A′)
= 1 - ( 1 + A)

-
n
n+ 1

( 5.6.43)

该方程的数值解如图 5.28所示, 图中虚线是当 A 较大时的两项

渐近展开解。用物理坐标 a
●

和 a - a 0 表示的两项渐近解表示为

a
●

=
πσ�ne ( 0) ( Bx c)

1
n+ 1

εf sin(πα)
C
*

I n

n
n + 1 a - a 0

x c

1
n + 1

-
Γ(α)

Γ( 2 - α)Γ( 2α- 1)
( 5.6.44)

式中α= n/ ( n + 1)。式( 5.6.44)即给出了裂纹扩展速率 a
●

与主导

参数 C* 的关联式。

5. 下面介绍非线性蠕变材料扩展裂纹尖端场——Hui-Riedel

场及其修正。H ui和 Riedel
[ 5 .27 ]
导出了幂律蠕变材料中Ⅲ型、平面

应力和平面应变Ⅰ型扩展裂纹的近尖端渐近场。这里以Ⅲ型裂纹

为例加以说明(图 5.28)。
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( a) 裂纹扩展速率与裂纹扩展尺寸的关系

( b) 裂纹扩展尺寸与时间的关系

图 5.28

对于Ⅲ型反平面问题,式( 5.6.4)中的本构关系简化为

γ
●

α=
τ
●

α

G
+ Bτn- 1

e τα ( 5.6.45)

式中 B = 3
n+ 1

B, τα= σ3α,γi = 2ε3α。引入应力函数 ψ,使得

τx = -
�ψ
�y

,  τy =
�ψ
�x

( 5.6.46)

或

τr = -
1
r
�ψ
�θ

,  τθ=
�ψ
�r

( 5.6.47)

则平衡方程 è ατα= 0自动满足。位移协调方程为

�γ
●

x

�y
-
�γ
●

y

�x
= 0 ( 5.6.48)

  如果裂纹扩展速度为 a
●

, 坐标原点随裂尖一起运动, 则质点的

时间导数定义为

ψ
●

= - a
● �ψ
�x

+
�ψ
�t

( 5.6.49)
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  由上述方程消去应力和应变, 得到Ⅲ型问题的用应力函数表

示的基本方程

- a
●

è 2 �ψ
�x

+ è 2 �ψ
�t

+ BG[ ©¦è iψ©¦n - 1è iψ] = 0

( 5.6.50)

裂纹面上的应力自由边界条件为

�ψ( r ,θ= ± π)
�r

= 0 ( 5.6.51)

  由于式( 5.6.50)中第二项较其它两项的导数阶次低, 奇异性

比较弱,因此在求渐近解时可以忽略第二项, 也就是说对于稳态和

非稳态扩展的裂纹尖端渐近场是相同的。

当 n < 3时,式( 5.6.50)中的线性项即第一项主导着 r → 0时

的渐近行为。应力函数有如下的形式

ψ= Ar
1
2 cos
θ
2

( 5.6.52)

式中 A 为远场载荷和裂纹扩展历史的函数。

当 n≥ 3时,式( 5.6.50)中的第一项和第三项共同控制着 r →

0时的渐近性质。应力函数表示为

ψ( r ,θ) =
a
●

BG

1
n- 1

r
s
f (θ, n) ( 5.6.53)

式中 s= ( n - 2) / ( n - 1) , 无量纲角分布函数 f (θ, n) 由以下常微

分方程及边界条件确定:

f �s inθ+ ( 2 - s) f ″cosθ+ s
2
f ′s inθ+ s

2
( 2 - s) f cosθ

+ ( s
2
f

2
+ f ′

2
)
n - 3

2 [ f ″( s
2
f

2
+ nf ′

2
)

+ sf f ′
2
( 1 + 2ns - s - n) + s

3
f

3
( 1 + sn - n) ] = 0

( 5.6.54)

f (π, n) = 0  f ′( 0, n) = 0

f ″( 0, n) = sf ( 0, n)
ns - [ sf ( 0, n) ] n - 1

n + ( n - 1) [ sf ( 0, n) ] n - 1

( 5.6.55)
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  通过数值方法 (如打靶法)可以求解上述方程,由此得到的应

力和应变场为

τα( r ,θ) = αn
a
●

BGr

1
n- 1

τ�α(θ)

γα( r , θ) =
αn
G

a
●

BGr

1
n - 1

γ�α(θ)

( 5.6.56)

式中αn 的近似数值结果为

αn = [ 0.29( n - 3) ]
1
n- 1 ( 5.6.57)

  H ui-Riedel解具有以下几个重要特点:第一, 裂纹尖端的应力

和应变场完全独立于外载,只要裂纹扩展速率 a
●

一定, 则裂纹尖端

场即完全确定;第二, 当 n → ∞ 时, H ui-Riedel 场不能退化为率无

关材料的解;第三, 裂纹尖端场不仅适用于稳态扩展情况, 而且适

用于非稳态扩展情况, 因此与裂纹扩展历史无关;第四,裂纹尖端

应力和应变场有相同的奇异性 r
-

1
n- 1。

显然,前面两个特点是有疑问的。为此, 杨卫和 F reund
[ 5.28 ]进

一步研究了率敏感弹塑性材料中的Ⅲ型裂纹扩展问题。H ui 和

Riedel
[ 5. 27]

, 杨卫和 Freund
[ 5. 28]
所采用的本构关系有所差别, 以单

剪为例,两种本构关系中的率相关部分分别为

γ
●

p
= B
τ
τ0

n

( 5.6.58)

γ
●

p =

0 当 τ≤τ0 或弹性卸载时

B
τ
τ0

- 1
n

当 τ> τ0 且加载时
( 5.6.59)

  两种本构关系的不同,导致了裂纹尖端场的差别。首先在经历

塑性区的范围内, 两个模型的应力、应变场的形式是基本相同的。

主要差别表现在杨卫和 F reund 的模型中引入了弹性卸载的尾区。

弹性卸载区提供了连接近尖端场和远场的途径, 使得裂纹尖端场

的幅度不仅取决于扩展速率 a
●

而且取决于远场载荷。当 n→∞时,
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杨卫和 F reund 给出的场也逼近于弹性理想塑性材料的解。

作为总结,图 5.29[ 5.20 ]给出了两组不同的材料参数组合下的

主导参数图。在双对数坐标中, 分别以时间 t 和净应力 σn e t 为纵横

坐标,各个区域内均标注出相应的主导参数。

图 5.29 蠕变裂纹尖端场的主导参数[ 5.20]

5.6.3 蠕变裂纹扩展的损伤力学方法

从损伤力学的角度研究蠕变裂纹的扩展有两种方法, 其一是

连续损伤力学的方法 [ 5 .20, 5.2 2] , 即在连续介质力学的基本框架上,

在本构关系中引入损伤变量和损伤演化方程, 通过求解连续损伤

力学的方程得到裂纹尖端场和扩展规律;其二是细观损伤力学的

方法, 即利用细观力学的方法, 研究裂纹尖端附近微孔洞的形核、

长大和汇合, 从而建立裂纹扩展速率 a
●

与载荷主导参数 (如 C* )

的关系 [ 5. 20, 5 .29 ]。以下主要介绍连续损伤力学的方法。

采用 K achanov-Rab otnov 提出的损伤变量 ω以及 Hayhurst -

Leckie
[ 5.29 ]
建议的本构关系。在初始无损状态 ω= 0, 在断裂时 ω

= 1。损伤的演化方程为

ω
●

=
D [κσⅠ + ( 1 - κ)σe ]

χ

( 1 + φ) ( 1 - ω)
φ ( 5.6.60)
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损伤本构关系为

ε
●

ij =
1 + ν

E
s
●

ij +
1 - 2ν

3E
δijσ

●

kk +
3
2

Bσ
n - 1
e sij / ( 1 - ω)

n

( 5.6.61)

为简单起见,假设式中弹性项不受损伤影响。D , κ, χ,φ, E (弹性模

量) , ν(泊松比) , B (蠕变系数)和 n (应力指数)均为材料参数, 表

5.2给出了铝合金和铜的各个材料参数实验值。

表 5.2 铝合金在 210℃和铜在 250℃时的材料参数

E / MPa B / MPa- ns- 1 �n D/ MPa- χs - 1 �χ φ κ

铝合金 6 c× 104 3 ;.2× 10- 21 6 r.9 5 �× 10- 18 6 q.48 9 �.5 0 �

铜 6 5.6× 104 3 ;.6× 10- 10 2 [.97 1 _.7× 10 - 7 1 q.21 3 q.83 0 p.7

在下面的分析中,忽略式( 5.6.61)中的弹性应变率部分, 这种

近似成立 的前提是弹性应变远远小于蠕变应变。如果裂纹体的寿

命 t f 远大于式( 5.6.22)中的转变时间 tT , 即裂纹体在其寿命的大

部分时间里都处于大范围蠕变阶段,则弹性应变是可以忽略的。

在忽略弹性变形后,材料的瞬时响应是非线性粘性的。在加载

后的短时间内,损伤只集中在裂纹尖端很小的范围内, 损伤区的尺

寸远远小于蠕变区的尺寸,即看作是小范围损伤情况。在远离损伤

区以外, 损伤变量 ω很小, 不影响应力场的分布。如果在初始时刻

( t = 0) , 取式( 5.6.14)中的 HRR 型的应力场为初始条件以及损

伤区的远场边界条件,则量纲分析表明, 损伤力学方程必然有如下

的自相似形式

σij = ( D t)
- 1/χ
Σij ( R , θ) ( 5.6.62)

ω= ω( R ,θ) ( 5.6.63)

式中Σ( R ,θ) 和 ω( R ,θ) 为待定的无量纲函数

R = ( Br/ C
*

) ( D t)
- ( n+ 1) / χ

( 5.6.64)

·371·



  由式( 5.6.62)和( 5.6.63)中场的自相似性, 所有等应力线和

等损伤线都将随着时间以 r ∝ t
( n+ 1) / χ
的规律扩大。将即时的裂纹

尖端定义为全损伤即ω= 1的位置,即相当于裂纹扩展 Δa

Δa = α( n, χ, φ,κ) ( C* / B) ( D t) ( n + 1 ) /χ ( 5.6.65)

将此式对时间微分,得到裂纹扩展的速率为

a
●

=
n + 1
χ

(αC
*

/ B)
χ/ ( n+ 1)

DΔa
( n+ 1- χ) / ( n+ 1)

( 5.6.66)

  确定损伤分布 ω( R, θ) 的一种近似方法是假设应力场不受损

伤影响, 仍为式( 5.6.14)中的 H RR 场。实际上, 损伤的累积将松

弛裂纹尖端的应力集中。由恒定不变的 HRR 场计算得到的损伤

场具有与准确的小范围损伤解相似的性质。由这种方法, 得到式

( 5.6.64)中的待定因子α

α( n,χ, φ,κ) = κσ
�
Ⅰ + ( 1 - κ)σ

�
e
n + 1

/ I n ( 5.6.67)

对于平面应变情况,如果取 n = φ= χ= 5, κ= 1, θ= 24°, 则α=

29.8, 而有限元方法得到的结果α= 37。可见, 忽略损伤对应力场

的影响并没有引起很大的误差。这种近似方法给出的是 α以及裂

纹扩展速率的一种下限。

如果采用运动裂纹的 H RR 场, 同时也不考虑损伤对应力场

的影响,则可以得到 α值的一种上限,表示为

α( n,χ, φ, κ) =
πs

s inπs

1/ s

κσ�Ⅰ + ( 1 - κ)σ�e n+ 1 / I n

( 5.6.68)

式中 s = χ/ n + 1。对于 n = φ= χ= 5,κ= 1, θ= 24°的情况, 式

( 5.6.68)给出α= 217。事实上,由式( 5.6.68)和( 5.6.66)得到的

裂纹扩展率与前面根据孔洞汇合和 Monkman-Grant 积得到的式

( 5.6.44)是一致的。

这里将损伤过程区定义为考虑损伤后的等效应变率至少是无

损材料的等效应变率的两倍的区域。在此区域内, 应力场被损伤松
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弛。过程区的一种粗糙估计是将无损的 H RR 场代入式( 5.6.60)

和( 5.6.61) ,得到应变率和损伤场。损伤过程区尺寸表示为

r p /Δa = 1 - 2
-
φ+ 1
n

- ( n+ 1) / χ

- 1 ( 5.6.69)

当 n = χ= φ= 5时, r p = 0.99Δa , 与有限元结果大致相当。将铝

合金和铜的参数依次代入上式, 分别得到 r p = 0.69Δa 和 r p =

2.6Δa。

蠕变裂纹尖端过程区内的应力分布如图 5.30所示, 这是有限

图 5.30 扩展裂纹尖端过程

区内的应力分布 [ 5.22]

元计算的结果。可以看出 HRR 应

力场受到损伤明显影响的区域与式

( 5.6.67)得到的过程区尺寸大致相

当。上述的分析是在小范围损伤的

条件下进行的, 实际上是一种全解

耦的方法。

随着过程区尺寸的增大, 小范

围损伤的近似越来越不准确, HRR

场作为远场边界条件也变得不够恰

当。在有限尺寸的试件中, H RR 场

的有效范围近似为

r p < r < 2.5a / M ( 5.6.70)

式中参数 M 可由有限元分析得到。对于包括 CT 试件在内的弯曲

构型 M = 25, 对于平面应变拉伸的中心裂纹板, M 随n 的增大而

增大,当 n = 10时 M = 200。由式( 5.6.69)和( 5.6.70)可知, 当裂

纹扩展尺寸满足条件

Δa / a = 2.5 1 - 2-
φ+ 1
n

-
n + 1
χ

- 1
- 1

/ M ( 5.6.71)

时, HRR 场完全被过程区代替。当 n = φ= χ= 5, M = 25时, 式

( 5.6.71)给出Δa / a = 10% , 对于铝合金和铜试件( M = 25) , 分

别有Δa / a = 4% 和 14%。
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下面讨论两种极限情况, 其一是当 t < tT 时的小范围蠕变阶

段,此时除了裂纹尖端很小的范围内发生蠕变外, 材料以弹性变形

为主。此时裂纹尖端渐近场的远场边界条件为

σij =
K Ⅰ

2πr
σ�ij (θ) ( 5.6.72)

如图5.31所示为小范围蠕变条件下的过程区、蠕变区和弹性区,

图 5.31 小范围蠕变条件下的裂

纹尖端过程区、蠕变区和弹性区

其尺寸分别记为 r p , r cr 和 r e, 有

r e m r p , r e m r cr , r e n a。

  裂纹尖端渐近场的讨论

取决于蠕变区和损伤过程区

哪一个更大。除了一些非常脆

的材料, 蠕变区一般比较大。

此 外, 方 程 ( 5.6.60 ) 和

( 5.6.61) 也不能描述弹性损

伤的特点, 因此假设过程区位

于蠕变区内部,过程区的远场边界条件为

σij =
K

2
Ⅰ ( 1 - ν

2
)

( n + 1) I nEBI n r t

1
n+ 1

σ�ij (θ) ( 5.6.73)

在过程区内弹性项可以忽略, 渐近场有自相似的性质, 形式同式

( 5.6.62)和( 5.6.63) ,其中

R =
rBEt
K 2
Ⅰ

( D t)
-
n+ 1
χ ( 5.6.74)

  裂纹扩展增量和裂纹扩展率分别表示为

Δa = α( n, χ,φ,κ)
K 2
Ⅰ ( 1 - ν2 )

( n + 1) EBt
n + 1
n + 1 - χ

D t

n+ 1
χ

  ( 5.6.75)

a
●

=
n + 1
χ
αK

2
Ⅰ ( 1 - ν

2
)

( n + 1) E Bt

χ
n+ 1

DΔa
n + 1 - χ
n+ 1 ( 5.6.76)

  另一种极限情况是裂纹尖端的扩展非常快, 超过了蠕变区发
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展的速度。假设裂纹扩展的速率为 a
●

= const , 此时小范围蠕变的

外场应力分布为

σij = K 2
ⅠEB/ a

●
-

1
n- 3σ�ij ( R , θ) ( 5.6.77)

式中

R = r K
n- 1
Ⅰ EB/ a

●

-
2
n- 3 ( 5.6.78)

将式( 5.6.77)代入( 5.6.60)并利用 ω= 1 的条件, 得到裂纹尖端

扩展速率

a
●

= α( n, φ,χ,κ) ( EB/ D )
n- 3
χ- 1- nEBK

2
I ( 5.6.79)

式中α是一个待定因子。上式表明,在考虑损伤的情况下 a
●

正比于

K 2
Ⅰ。而在同样的稳态裂纹扩展情况下, 由无损的分析以及应变准

则得到的扩展速率 a
●

正比于 K
n
Ⅰ , 实验结果似乎更支持这一结论。

5.6.4 蠕变裂纹尖端小损伤的半解耦方法

余寿文和 Gross
[ 5. 30]
将 5.5中介绍的方法进一步应用于蠕变

裂纹尖端场的分析。采用的本构关系和损伤演化方程同式

( 5.6.60)和( 5.6.61) ,并按照式( 5.5.11)定义有效应力。仍然假设

损伤变量ω为小参数即 ωn 1。

利用有效应力σ
*
ij 和小损伤的假设, 平面问题的基本方程可类

似于式( 5.5.12)～( 5.5.15)表示为

σ
*
ij =
σij

1 - ω
≈σij ( 5.6.80)

σ*ij , j = 0 ( 5.6.81)

ε
●

c
ij , ij - ε

●

c
ii, j j = 0 ( 5.6.82)

ε
●

c
ij =

3
2

Bσ
* ( n - 1)
e s

*
ij ( 5.6.83)

ω
●

=
D[κσ*Ⅰ + ( 1 - κ)σ*e ] χ

( 1 + φ) ( 1 - ω)
φ- χ ( 5.6.84)
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  对于无损的蠕变损伤材料,基本方程表示为

σ0ij , j = 0 ( 5.6.85)

ε
●

0
ij , ij - ε

●

0
ii, j j = 0 ( 5.6.86)

ε
●

0c
ij =

3
2

Bσ
0 ( n- 1)
e s

0
ij

式中上指标“0”表示无损材料的场。对比上述两组方程, 容易得到

如下的对应关系

σ*ij = σ0ij ,  ε
●

c
ij = ε

●

0c
ij ( 5.6.87)

即在小损伤假设下,有损的有效应力场、应变场与无损的应力场、

应变场是相同的。以下近似采用

σij = ( 1 - ω)σ
*
ij ≈ ( 1 - ω)σ

0
ij ( 5.6.88)

  积分式( 5.6.84) ,并利用当 t = 0时 ω= 0, 得

∫
ω

0
( 1 - ω)

φ- χ
dω=∫

t

0
D( 1 + φ)

- 1
[χσ

0
Ⅰ + ( 1 - κ)σ

0
e ]
χ
dt

( 5.6.89)

  对 于幂次蠕变的无损材料, 平面问题的 H RR 场由式

( 5.6.14)表示。将式( 5.6.14)中的应力场代入上式, 得到损伤场为

ω( r ,θ, t) = 1 + D ( I nBr )
-
n
n+ 1σω( n,θ, χ) C

�
( t) / ( 1 + φ)

1
1+ φ- χ

( 5.6.90)

式中

σ�ω( n,θ,χ) = χσ0Ⅰ (θ, n) + ( 1 - κ)
3
4
σ�

0
r - σ�

0
θ

2
- 3τ�0r0

1/ 2

C�( t) =∫
t

0
[ C
*

( t) ]
n
n+ 1 dt ( 5.6.91)

  由式( 5.6.88) ,应力场表示为

σij ( r , θ, t) = 1 - ω( r , θ, t)
C
*

I nBr

n
n+ 1

σ0ij (θ)   ( 5.6.92)

式中角分布函数σ
�0
ij (θ) 即为式( 5.6.14)中的 σij (θ)。
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此外, 姜苇、黄克智、余寿文
[ 5 .31 , 5. 32]
利用 K achanov 型的蠕变

损伤方程,研究了静止和定常扩展的Ⅰ型和Ⅲ型裂纹尖端场。在此

基础上, 郭田福
[ 5. 33]
研究了三种理论模型——裂纹模型、缺口模型

和局部模型下的损伤断裂问题。这三种模型对应着三类定解问题,

其中缺口模型是含待定缺口角度的自由边界问题。由于 Kachanov

型损伤方程的参数复杂性,对每一类定解问题都存在着多种形式

的渐近解,解的具体形式取决于损伤参数。通过占优分解, 郭田福

等证明了裂纹模型和缺口模型皆有五种形式的占优解, 而局部模

型有三种,并对各种形式的渐近解作了分析和计算。裂纹模型和缺

口模型各代表着一类材料的扩展形式, 而局部模型能包容所有材

料的损伤破坏特征。并根据两种形式的渐近解, 导出了 Kachanov

型蠕变损伤情况下的裂纹扩展速率 a
●

= a
●

( K ) 的表达式。

5.7 考虑塑性损伤的断裂问题

在韧性材料中,微孔洞的形核、长大和汇合引起的破坏是一种

重要的断裂机制。在韧性材料的断裂面上常常发现许多小的凹坑,

这是微孔洞损伤断裂的一个证据。一个含裂纹的构件加载时, 裂纹

尖端产生变形和钝化, 形成一个塑性损伤区, 随着外加载荷的增

大,塑性变形区的夹杂或二相粒子发生断裂或与基体材料脱粘, 于

是微孔洞形核。微孔洞会随着载荷逐渐长大, 直到相邻的微孔洞之

间或微孔洞与裂纹尖端之间由于变形局部化(如内部颈缩和剪切

带)而断裂。微孔洞损伤过程受很多因素如变形历史、静水拉应力、

夹杂的各向异性等的影响。本节介绍考虑韧性损伤的断裂问题的

分析方法、特点及一些重要结果。

5.7.1 韧性损伤材料断裂的局部方法

如上节所述, 损伤力学和断裂力学处理裂纹问题的基本方法
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有明显不同。断裂力学方法主要是寻求裂纹扩展与断裂的过程、规

律与总体的载荷参数 (如 K , J , C
*

) 的关系。在相当广泛的范围

内,尤其是对于二维的弹性裂纹问题, 比例加载条件下的小范围屈

服裂纹问题和等幅应力作用下的循环加载断裂问题,断裂力学方

法是非常有效的, 具有良好的精度, 并且得到了工程上的广泛应

用。然而在另外一些情况下, 如对于非比例加载条件下的裂纹扩展

问题、与时间相关的裂纹扩展问题、裂纹尖端微孔洞损伤比较明显

的问题,断裂力学方法会遇到一些难以克服的困难。

而损伤力学的方法则是在可用范围内比较详尽地分析裂纹尖

端附近的应力场和应变场及扩展过程, 利用恰当的局部损伤断裂

准则,处理裂纹尖端的断裂行为。因此这种方法常常被称为断裂问

题的局部方法
[ 5. 34～ 5.3 6]
。由于损伤力学中的本构关系描述了材料逐

渐劣化的过程,不需要再人为地引入材料断裂条件, 裂纹扩展的路

径就是构件中已经完全损伤的所有质点的集合, 从而非常自然地

刻划了裂纹的逐渐发展过程。

变形和损伤全耦合的局部方法是很有吸引力的一种方法, 因

为它能够更恰当更完整地预测裂纹尖端的变形、损伤和断裂行为。

但是在实施这种方法时,往往遇到一些具体的问题。首先, 由于损

伤的引入,控制裂纹尖端场的微分方程更加复杂, 对其进行求解有

更多的困难,对于蠕变损伤的情况尤其明显。由于解析解一般难以

得到,断裂的局部方法经常借助于有限元来实现。有限元计算中经

常用到单元消去技术,一旦某个单元满足了损伤断裂准则, 则人为

消去该单元,使其不再承受应力。另一个技术是在耦合损伤的有限

元程序中,采用自适应的时间步长。第二, 用连续损伤力学方法描

述裂纹扩展时需要全耦合的本构关系和损伤演化方程, 例如在蠕

变裂纹扩展问题中,损伤不仅影响粘塑性应变率, 而且影响弹性应

变,也就是说有限元中的刚度矩阵是随时间不断变化的。第三, 损
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伤导致材料的软化行为,即对于宏观单调加载情况, 裂纹尖端可以

出现非单调的材料变形,这可以引起解的不唯一(分叉)、数值结果

不稳定、变形局部化以及网格敏感性等一系列问题。

为了避免损伤的局部效应, 可以采用的几种方法有: ( 1) 根据

细观缺陷的统计结果, 用一个特征尺寸来限定有限单元的最小尺

寸; ( 2) 在非局部的连续介质理论的框架上, 引入应力和应变的高

阶梯度; ( 3) 采用局部限制手段; ( 4) 用非局部的方法定义损伤演

化律。例如,任意一点 x 处的损伤演化律可以表达为
[ 5.3 4]

ω
H

( x) =
1
Ω
*
d
∫ Ω

d

φ( x, ξ)ω
●

(ξ) dξ ( 5.7.1)

式中Ωd 是 x 点附近的一个小体元, ξ是体元内任意一点, ω
●

是局部

意义上的损伤演化律,ω
H

是非局部意义上的损伤演化律。φ( x, ξ)是

人为取定的一个函数,如

φ( x, ξ) = exp -
d

2
( x, ξ)
d
* 2 ( 5.7.2)

式中 d * 是一个特征长度, d ( x, ξ)是 x 和 ξ之间的距离。Ω
*
d 定义

为

Ω
*
d =∫

Ω
d

φ( x,ξ) dξ ( 5.7.3)

5.7.2 弹性-粘塑性材料断裂的局部方法
[ 5. 35]

各向同性的蠕变损伤演化通过宏观变量ω在 0和 1 间的变化

来定量描述,损伤演化方程表示为
[ 5 .35 ]

ω
●

=〈χ(σ)A 〉
r

( 1 - ω) - k ( 5.7.4)

式中χ(σ)是依赖于应力不变量的函数, 如

χ(σ) = σα1σ( 1 - α)
e ( 5.7.5)
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或

χ(σ) = ασ1 + 3βσm + ( 1 - α- β)σe ( 5.7.6)

式中σ1 是最大主应力, σm 是静水应力, σe 是 Mises 等效应力, α,β

是材料常数。式 ( 5.7.5) 和 ( 5.7.6) 都考虑了拉伸和压缩时损

伤演化的不同, 对于式 ( 5.7.5) , 在单压时 ω
●

= 0; 对于式

( 5.7.6) , 则有

ω
●

c omp =〈1 - α- 2β〉
r
ω
●

t en s ( 5.7.7)

  材料的应变可以分解为弹性应变和粘塑性应变,即

εij = εeij + εvp
ij ( 5.7.8)

利用有效应力的定义 σ*ij = σij / ( 1 - ω) 和应变等效假设, 各向同

性的弹性本构关系为

ε
e
ij =

1
E ( 1 - ω)

( 1 + ν) sij +
1 - 2ν

3
σkkδij ( 5.7.9)

对于没有应变强化和有应变强化的情况,分别利用幂次蠕变律(即

N ort on 方程)和 Lemaitre 方程,得到粘塑性流动律表示为

ε
●

vp
ij =

3
2

p
● sij
σe

( 5.7.10)

p
●

=

1
1 - ω

σe
K ( 1 - ω)

n

(没有应变强化)

1
1 - ω

σe
K p 1/ m ( 1 - ω)

n

(各向同性强化)

( 5.7.11)

对于铬镍铁合金 IN CON EL718, 实验测定了本构关系中的各个材

料常数, 在 Norton 方程中, K = 1786, n = 18; 在 Lemait re 方程

中, K = 2432, n = 20, m = 16.75, 其它参数为 r = 14, k = 21.6,

A = 2177, α= 0.15, β= 0。

第一个算例是圆柱形试件, 试件的形状及网格划分如图 5.32

( a)所示,采用均匀应变率的单向拉伸加载。由于粘塑性变形, 应力
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( a) 网格图 ( b) 位移载荷曲线和损伤曲线 [ 5.35]

图 5.32 单拉试件

在试件中部越来越集中, 图 5.32( b)给出了有限元预测的载荷-位

移曲线及损伤演化曲线。计算的结果表明, 如果采用局部意义上的

损伤定义 ( d * = 0) , 则出现明显的网格敏感性, 即构件的寿命与

网格划分的大小直接相关,而且在计算过程中的最后几秒内, 应力

分布发生混沌变化。而如果采用非局部意义上的损伤定义(这里取

d
*

= 100μm) , 则上述局部化效应可以避免, 得到比较稳定的计算

结果。此外,图 5.33 对照了损伤和变形全耦合的方法和解耦的方

法得到的损伤演化曲线, 解耦方法预测的构件寿命往往是偏于保

守的。

第二个算例是弹性-粘塑性裂纹的扩展问题 , 图5.34是网格
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图 5.33 两种方法得到的损伤演化曲线 [ 5.35]

图 5.34 CT 试件中的蠕变裂纹扩展 [5.35]

的划分,图 5.35 给出了用全耦合方法得到的裂纹尖端前方延长线

上最大主应力和最大主应变的分布随时间的变化。在加载的初始

时刻, 裂纹尖端附近有很强的应力集中, 由于蠕变损伤的逐渐演

化,裂尖附近应力分布逐渐平滑, 这种应力和应变场的变化以及裂

纹的逐渐扩展过程是经典的断裂力学方法难以描述的。
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图 5.35 不同时刻裂纹尖端的应力场和应变场 [ 5.35]

5.7.3 Gurson 材料混合型裂纹尖端变形和损伤

在第 4章式 ( 4.3.22)～ ( 4.3.28)中给出了 Gurson 模型下的
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弹塑性损伤本构关系, 将符合这种本构关系的材料称为 Gu rson

材料。如果 f = 0, F 1 = F 2 = 0, 则式( 4.3.22)～( 4.3.28)中的本

构关系退化为 Prandt l-Reuss 方程,这种材料称为 Mises 材料。

A ok i等人
[ 5. 37]利用 Gurson 模型下的损伤本构关系和大变形

有限元方法, 研究了Ⅰ型和Ⅱ型混合加载条件下的裂纹尖端变形

和损伤行为。考虑平面应变问题, 设裂纹尖端的初始曲率半径为

b0 , 在远场施加复合型的位移载荷

uα( r ,θ) =
1
G

r
2π

K Ⅰu
�Ⅰ
α ( r , θ) + KⅡu

�Ⅱ
α ( r ,θ) ,  r → ∞

( 5.7.12)

式中 K Ⅰ和K Ⅱ分别为Ⅰ型和Ⅱ型应力强度因子, u�
Ⅰ
α和 u�

Ⅱ
α 是Ⅰ型

和Ⅱ型的位移角分布函数。A oki 等主要计算了四种混合度的情

况: ( 1) K Ⅱ / K Ⅰ = 0 (纯Ⅰ型) , ( 2) KⅡ / KⅠ = 0.577, ( 3) KⅡ / KⅠ

= 1.732, ( 4) KⅡ / KⅠ = ∞ (纯Ⅱ型)。分别对应混合度 ψ= 90°,

60°, 30°和 0°, 其中 ψ是单向拉伸载荷的方向与裂纹面之间的夹

角,或定义为 ψ= arctg( K Ⅰ / K Ⅱ )。

基体材料的应力应变关系为

τ
τs

=
γ/γs   当 σe ≤ σs

(γ/γs)
n
   当 σe > σs

( 5.7.13)

式中 τ= σe / 3 是等效剪应力, γ是等效剪应变, τs = σs / 3 和

γs 分别是屈服剪应力和屈服剪应变。在 Aoki等人
[ 5 .37 ]
的计算中,

取应变强化指数 n = 0.1,泊松比ν= 0.3, 屈服应力和弹性模量之

比σ0 / E = 1/ 300, 初始孔洞体积比 f 0 = 0, 与孔洞形核有关的常

数 F 0 = 0.01, F 2 = 0。

图 5.36给出了在四种混合度下 Gurson 材料的裂纹尖端的

变形。当 ψ= 90°即纯Ⅰ型加载时, 裂纹尖端自相似地扩展和钝

化,然而随着Ⅱ型加载的增加, 裂纹尖端上下两侧将出现相反的变
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形趋势, 一侧钝化, 另一侧锐化, 裂纹的断裂更容易发生裂纹尖端

锐化的区域。而且可以看出,对于ψ= 60°和 30°的情况, 当 d / b0 >

4时,裂纹尖端变形也是自相似的, 其中 d 是原来的裂纹尖端两点

A 和 B 在变形后对应质点 A′和 B′间的距离。因此,在ψ= 0°, 30°

和 60°的情况下, 裂纹尖端的应力和应变场具有一种稳态的性质。

( a ) φ= 90° ( b) φ= 60° ( c) φ= 30° ( d) φ= 0°

图 5.36 不同混合度下的裂纹尖端变形 [ 5.37]

图 5.37是 Mises 材料和 Gurson 材料裂纹尖端变形长度 d 与

载荷参数 J a pp的关系, J a pp的定义为

J a pp =
1 - ν2

E
( K 2
Ⅰ + K 2

Ⅱ ) ( 5.7.14)
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图 5.37表明微孔洞损伤对 d 的影响不明显。

图 5.37 裂纹尖端变形长度随外载的变化曲线 (φ= 60°) [ 5.37]

图 5.38是 Gurson 材料在不同的混合度情况下塑性区的形

状,图中 d / b0 = 3。计算结果还表明,在塑性区外面, 应力分布仍为

K 场,即

σij ( r ,θ) =
1

2πr
KⅠσ�

Ⅰ
ij (θ) + KⅡσ�

Ⅱ
ij (θ) ( 5.7.15)

对于 ψ= 60°, d / b0 = 4 的情况, 图 5.39 给出了裂纹尖端在 θ=

- 12.5°, - 42.5°和 72.5°的方向上σθ/σs 随 r 的变化曲线。当 r / d

≥ 300时, 应力场近似为 K 场,当 50≤ r / d < 300的范围内, 应力

场与 K 场有显著差别。在 20 ≤ r < 50 的范围内, 应力场近似为

H RR 场, 表示为

σij ( r ,θ) = σs
J

R 0σsεs

n
n+ 1

σ�ij (θ, n) ( 5.7.16)
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图 5.38 不同混合度下材料裂尖塑性区形状( d / b0 = 3) [ 5.37]

图 5.39 σθ/σs 沿径向方向的分布( φ= 60°, d / b0 = 4 ) [ 5.37]

当 1≤ r / d < 20时, Gurson 材料与 Mises 材料的应力场仍是非常

接近的,只是当 r / d < 1时, 考虑损伤与不考虑损伤的应力场才出

现明显差别。将 1≤ r / d ≤ 20范围内的应力场称为钝化裂纹尖端
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场,当 r / d < 1的区域称为损伤过程区, 因此损伤过程区与裂纹尖

端变形长度有相当的尺寸。对于其它的混合度和载荷幅值, 也同样

存在四个区域, 即 K 场区、H RR 场区、钝化裂纹尖端场区和损伤

过程区。

此外, Aoki等人的分析还表明, 随着Ⅱ型载荷的增大,将导致

损伤过程区尺寸 r / d 的增大,同时裂纹尖端孔洞百分比减小, 这是

由于Ⅱ型载荷增大了裂纹尖端的曲率半径但降低了裂纹尖端应力

三轴度。

5.7.4 多孔韧性材料裂纹尖端的断裂模式

裂纹尖端的韧性断裂过程与比较均匀的应变情况 (如平面应

变或轴对称的拉伸试件)的断裂过程有显著的差别。裂纹尖端应力

和应变场的高梯度导致应变局部化和剪切带的发生,裂纹尖端开

始断裂时,外载荷仍远远低于试件的最大承载能力, 此时材料细观

结构的参数,如二相粒子的距离 D 对断裂过程起着重要作用
[ 5 .38 ]
。

在小范围屈服的条件下, Needleman 和 T vergaard
[ 5. 38]
研究了

等间距分布的多个大夹杂对Ⅰ型平面应变裂纹尖端场的影响。假

设大夹杂具有相对较弱的强度,在加载前没有孔洞存在, 将弱夹杂

用分布的小岛表示, 在小岛内部, 孔洞形核由应力控制 (见节

4.3) , 孔洞形核幅值 f N 是空间的函数, 例如可以用如下的函数表

示

f N ( x 1 , x 2 ) = f N exp - ( x 1 - x 10 ) 2 + ( x 2 - x 2 0 ) 2
/ r

2
0

( 5.7.17)

式中 ( x 10 , x 20 ) 和 r 0 分别是夹杂的中心坐标和半径, f N为常数。在

小岛中心, f N = f N。设相邻弱夹杂间的距离为 D 0 , 它是材料的一

个细观特征长度。

N eedleman 和 Tvergaard 的计算结果表明,在考虑孔洞形核、

扩展和汇合的情况下, 裂纹尖端张开位移与外加载荷的关系基本
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上保持线性, 如图 5.40 是在四种夹杂分布情况下的结果, b0 / 2 是

在未加载前裂纹前缘的曲率半径。裂纹尖端张开位移曲线上的明

显波动是由于微孔洞的汇合引起的。

图 5.40 裂纹尖端张开位移与外加载荷的关系 [ 5.38]

在小范围屈服的条件下,随着外加载荷从零开始逐渐增大的过

程, 裂纹尖端逐渐钝化, 并且存在自相似的应力和应变场。如果裂纹

前方 R 处存在一个大夹杂, 当外载 J /σ0 R ≈ 0.5时, 即开始有孔洞

形核, 而此时的应变值仍然很小, 因此孔洞形核开始于外载很小的

时候, 只要裂纹尖端距离最近的弱夹杂处的应力达到了形核条件,

此处即产生微孔洞。随着局部应变的增大,微孔洞长大, 主裂纹和弱

夹杂之间开始发生应变局部化和变形剪切带, 剪切带内二级孔洞的

形核,长大和汇合导致主裂纹的扩展。接着, 主裂纹开始与下一个夹

杂发生相互作用。所以, 裂纹扩展的路径对夹杂和二相粒子的分布、

孔洞形核特别敏感, 裂纹的断裂面上往往是弯折不平的。

N eedleman 和 Tvergaard 还用数值方法计算了撕裂模量。利

用 J 阻力曲线 J (Δa ) , 撕裂模量定义为

T =
E
σ

2
s

dJ
da

( 5.7.18)

利用数值计算得到的 J (Δa ) 的斜率 dJ / da , 可以估算裂纹开始扩
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展的临界 J 积分值 J Ⅰ c, 这样就通过数值方法把材料的细观结构特

征(如夹杂分布、孔洞形核准则)与断裂力学参数(如 J Ⅰ c , T , 裂纹夹

端张开位移)联系起来了。图 5.41 给出了三种夹杂分布情况下裂纹

开始发生断裂时的裂纹尖端张开位移 bf , 并与实验结果进行了比

较, 数值结果与实验结果比较接近。数值分析的另一个有意义的结

论是在扩展裂纹面的附近, 孔洞体积百分比仍是非常低的。

图 5.41 起始断裂时的裂纹尖端张开位移 bf

与夹杂间距和夹杂半径 r 0的关系 [ 5.38]
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第6章 其 它 损 伤 理 论

金相学和材料科学的研究表明, 多数材料的损伤破坏是由于

晶界处的微裂纹和微孔洞的形核、长大引起的, 这种损伤导致材料

的力学性质如强度、刚度、硬度、稳定性以及寿命的改变, 并最终引

起材料的破断。在一定的应力状态下, 晶界上微裂纹和微孔洞的发

展是有一定的方向性的。因此, 一个损伤理论如果要更准确地反映

材料在复杂加载历史下的损伤和变形过程, 就应该正确反映这些

细观结构变化的特点,体现损伤材料的各向异性性质。

前面几章已经介绍了几种重要的损伤理论, 包括 Kachanov-

Rabotnov 的蠕变损伤理论, Lemaitre-Chaboche 塑性损伤理论,

Rousselier 损伤理论, Gurson 的孔洞损伤理论及其修正模型、Bui

和 Mroz的脆性损伤模型等, 这些理论假设损伤为各向同性的, 用

一个宏观的标变内变量如损伤因子(或连续度)、质量密度、孔洞体

积百分比等来描述损伤, 因此没有体现损伤的各向异性性质。但

是, 正是这些经典的各向同性损伤理论捉进了损伤力学的迅猛发

展,也成为后来的各种损伤模型的基础。

本章介绍几种各向异性的损伤理论, 包括 Murakami-Ohno

蠕变损伤理论, Ch aboch e损伤理论, K rajcinovic 损伤理论, Sidroff

损伤模型, Kunin-Wang 的随机夹杂理论, Ch ow 等的损伤理论以

及冯西桥和余寿文的微裂纹扩展区损伤理论。

·791·



6.1 Mur akami-Ohno蠕变损伤理论

在 Kachanov-Rabotnov 蠕变损伤理论中的有效应力概念基

础上, Murakami(村上澄男)和 Ohno(大野信忠)发展了一种三维

的各向异性损伤理论
[ 6. 1～6 .3]
。他们认为材料的损伤是由微裂纹和

微孔洞的发展造成的, 这些微缺陷的演化导致有效承载面积的减

小、材料承载能力的下降以及材料力学性能的劣化, 而且这些变化

都是依赖于当前的应力和损伤状态的,即是各向异性的。

6.1.1 损伤的描述

为了描述微裂纹和微孔洞引起的损伤状态, 首先选取材料的

一个代表性体积单元 V,如图 6.1所示,一方面, 其尺寸和细观结

构尺寸(如平均的晶粒半径、微裂纹半径)相比足够大, 从而可以反

映材料的统计平均性质。另一方面, 其尺寸在宏观角度看来又足够

小, 使得在 V 内部的应力和损伤可看作均匀的。材料的损伤状态

可以用一个二阶对称张量来表示

Ω=
3

S g ( V)∑
N

k= 1
∫

V
[ n ( k) n ( k) ] dS ( k)

g ( 6.1.1)

式中 dS
( k )
g 和 n

( k) ( k= 1, 2,⋯, N )表示第 k 个微裂纹的面积及其单

位法向矢量, S g ( V)是单元 V内所有晶界的总面积。显然,
1
3

trΩ即

是缺陷所占的晶界面积百分比。当所有晶界都被微缺陷占有时,Ω

变为二阶单位张量 I。

现在, 从损伤材料中选取一个面积单元 P QR, 如图 6.2( b )所

示, 并称之为即时损伤构形 B t。假设在 B t 中的应力、应变是均匀

的,线段 P Q, P R 以及面元 P QR 的面积分别用三维欧氏空间中的

矢量 dx, dy 和 νdA 表示。而该单元在初始无损伤时的构形记作
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图 6.1 材料损伤的代表性体积单元

( a)初始无损构形 ( b)即时损伤构形 ( c)虚设无损构形

图 6.2 材料的三种构形

B 0 , 相应的线段和面积用 dx0 , dy0 和 ν0dA 0 表示。从 B 0 到 B t 的变

形梯度记为 F。

由于微缺陷的空间分布, P QR 的静承载面积将减小, 因此假

设存在一个虚设的无损构形 B f, 线段 P
*

Q
* 、P

*
R
* 和面元

P
*

Q
*

R
* 的面积分别用 dx

* , dy
* 和 ν

*
dA
* 表示。面元 P

*
Q
*

R
* 和

B t 中的 P QR 具有相同的净承载面积,但是由于损伤的各向异性

性质,矢量 νdA 和ν
*

dA
*
的方向一般不重合。如果从构形 B t 到 Bf

的变形梯度为 G, 则有

dx
*

= G ¡¤dx ,  dy
*

= G ¡¤dy ( 6.1.2)
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根据 N anson 定理, 在 B t 和 Bf 中的面元矢量 νdA 和 ν
*

dA
*

有如下关系

ν* dA* =
1
2

dx*× dy*

=
1
2

( G ¡¤dx)× ( G ¡¤dy)

= K ( G
- 1

)
T

¡¤(νdA ) ( 6.1.3)

式中 K = detG, (  )
T
表示二阶张量的转置。

上述分析表明, 构形 B t 的损伤状态可以用式( 6.1.3)的线性

变换 K ( G
- 1

)
T
描述。引入一个二阶张量( I - Ω)来表示 K ( G

- 1
)

T
,

即

K ( G
- 1

)
T

= ( I - Ω) ( 6.1.4)

或

G = K [ ( I - Ω)
T
]

- 1
= K ( I - Ω)

- T
( 6.1.5)

于是式( 6.1.3)可以写成

ν
*

dA
*

= ( I - Ω) ¡¤νdA ( 6.1.6)

式中 Ω是一个表示构形 B t 的损伤状态的二阶张量, 称为损伤张

量。注意, 这里的损伤张量 Ω是在有效承载面积等价的基础上从

构形 B t 和 Bf 定义的,与式( 6.1.1)中的细观描述还不同。

现在讨论损伤张量Ω的性质。由于 ν
*

dA
*
是与 B t 中 νdA 的

等效的面积矢量,因此 ν
*

dA
* 与νdA 的点积应为正值, 即

(ν
*

dA
*

) ¡¤(νdA) > 0 ( 6.1.7)

将式( 6.1.6)代入上式, 得

[ ( I - Ω) ¡¤(νdA) ] ¡¤(νdA ) > 0 ( 6.1.8)

因此( I - Ω)应是正定的二阶张量。进而将( I - Ω)分解为对称部分

( I - Ω)
S
和反对称部分( I - Ω)

A
,有

( I - Ω) = ( I - Ω)
S

+ ( I - Ω)
A

( 6.1.9)
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如果只考虑反对称部分( I - Ω)
A
,则有

(ν* dA* ) ¡¤(νdA ) = [ ( I - Ω) A ¡¤(νdA ) ] ¡¤(νdA )

= - (νdA ) ¡¤( I - Ω) A ¡¤(νdA )

= 0 ( 6.1.10)

此式表明张量 ( I - Ω)
A 将面积矢量 νdA 变换到与之垂直的

ν
*

dA
*

, 而对有效承载面积的减小没有反映。因此,在后文中, 可以

将损伤张量对称化,而不会影响有效承载面积的等价性。这样, 张

量Ω必然有三个正交的主方向 ni和三个对应的主值Ωi, 并表示为

Ω= ∑
3

i= 1

Ωinini ( 6.1.11)

  在构形 B t 和 Bf 中, 各取张量 Ω的一组主坐标系 ox 1 x 2x 3 和

o
*

x 1 x 2 x 3 ,坐标轴分别通过点 P , Q, R 和 P
*

, Q
*

, R
*

, 如图 6.3 所

示。从而得到两个四面体 OP QR 和 O
*

P
*

Q
*

R
* , 分别由面元

P QR, P
*

Q
*

R
*
以及与 x 1 , x 2 , x 3 轴相垂直的侧面组成。将式

( 6.1.11)代入式( 6.1.6) , 得

ν* dA* = ∑
3

i= 1

( 1 - Ωi) dAini

= n1 dA
*
1 + n2 dA

*
2 + n 3dA

*
3 ( 6.1.12)

式中

dA
*
i = ( 1 - Ωi) dAi ( 6.1.13)

dAi= νidA 和 A
*
i = ν

*
i dA
* 分别表示 B t 与 Bf 中四面体的三个侧面

面积(图 6.3)。由式( 6.1.11)知,损伤张量 Ω的三个主值 Ωi可以

解释为构形 B t 和 Bf 中 Ω的三个主平面上的有效承载面积的减

少,如图 6.4所示。

综上所述,微裂纹和微孔洞引起的材料损伤可以用净承载面

积的减少来表征,无论微缺陷的分布如何, 损伤状态可以用二阶对

称张量Ω表示。式( 6.1.11)表明, Ω所描述的损伤状态不能比正交

各向异性的对称性更复杂。
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( a )即时损伤构形 ( b)虚拟无损构形 [ 6.1]

图 6.3 损伤张量 Ω的几何解释

图 6.4 损伤张量主平面上的面积减缩 [ 6.1]

6.1.2 损伤效应张量和净应力张量

为了建立净应力张量(或称为有效应力张量)σ
* 与 Cauchy 应

力张量 σ的关系, 仍然分析四面体 OP QR 和 O
*

P
*

Q
*

R
* ,如图

6.5 所示, 在构形 B t 中的 P QR 面上的面力矢量为 T
(ν)

dA, 在构形

B f 中的 P
*

Q
*

R
*
上的面力矢量为 T

( ν)
*

dA
*
。由于 T

(ν)

dA = T
(ν)
*

dA
*
以

及式( 6.1.6) , 得到

T
( ν)

dA= T
(ν)
*

dA
*

= σ
*

¡¤(ν
*

dA
*

)

= σ
*

¡¤( I - Ω) ¡¤(νdA) = σ¡¤(νdA) ( 6.1.14)

因此净应力张量σ
*
定义为
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σ
*

= σ¡¤�, �= ( I - Ω)
- 1

( 6.1.15)

其中�称为损伤效应张量。上式的物理意义是, 损伤使得有效承载

面积减小而有效应力增大为 σ
*

, 换言之, 在损伤构形 B t 中 P QR

上作用的应力 σ与虚设无损构形 Bf 中 P
*

Q
*

R
*
上作用有效应力

σ
*
的力学效果是完全等价的。

图 6.5 任意截面上净承载面积的减小 [ 6.1]

由式( 6.1.15) ,净应力张量 σ
* 一般是不对称的。而由不对称

的张量σ
* 来构造损伤材料的本构方程和演化方程是不适当的, 因

此要将其对称化。常用的对称化方法是取张量 σ
*
的对称部分, 即

将式( 6.1.15)改写成

σ* =
1
2

[ ( I - Ω) - 1 ¡¤σ+ σ¡¤( I - Ω) - 1 ] =
1
2

(σ¡¤�+ �¡¤σ)

( 6.1.16)

这是 K achanov-Rabot nov 经典损伤理论中的净应力概念在三维

情况下的推广。
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6.1.3 本构和演化方程

材料的蠕变变形速率和损伤演化率都与即时的损伤状态、应

力状态、温度有关, 而且与非弹性变形的历史有关。因此, 假设有限

蠕变变形的本构方程和损伤演化方程的形式为

D = G(σ, Ω, κ, θ) ( 6.1.17)

Ω
è

= H (σ, Ω, κ, θ) ( 6.1.18)

式中κ是与材料硬化有关的常数,θ为温度, (  
è

)表示 Jauman n 导

数。

由于 Ω
è

表示蠕变损伤过程中微缺陷面积密度的变化率, 而且

孔洞的发展取决于局部的应力状态、损伤的应力放大作用以及应

力集中程度,Ω
è

可以表示为净应力张量σ
* 的函数,即

Ω
è

= H (σ
*

, �, κ, θ) ( 6.1.19)

  在实验的基础上, Murakami和 O hno建议了损伤演化方程的

如下形式

Ω
è

= γI + ∑
i

M( i)∶ [ν( i)ν( i) ] + ∑
j

N ( j )∶ [ν( j )
D ν( j )

D ]

( 6.1.20)

式中 γ是关于 σ
* , �, κ和 θ的一个标量函数, M

i 和 N
( j )为四阶张

量函数, ν
( i)和 ν

( j )
D 分别为净应力张量 σ

* 及其偏斜张量 σ
*
D = σ

* -

1
3

( trσ
*

) I 的正主值对应的主方向。

与损伤演化不同的是, 损伤材料的变形不仅与净承载面积的

减小有关, 而且与微缺陷的三维配置 (如方向, 分布 ) 有关。

Murak ami和 Ohno 认为式( 6.1.19)中的净应力张量 σ
*
不能用于

本构方程,他们用一个四阶张量 Γ定义了用于本构方程的有效应

力张量
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σ=
1
2

(σ∶ Γ+ Γ∶ σ) ( 6.1.21)

其中四阶损伤效应张量Γ的一般形式为

Γij kl = λδijδkl + μ(δikδj l + δilδj k ) + νδijδkl

+ π�ijδkl + ρ(δik�j l + δil�j k + δj k�il + δj l�ik )

+ A�ij�kl + BδijΨkl + CΨijδkl + D(δikΨj l + δilΨj k

+ δj kΨil + δj lΨik ) + G�ijΨkl + H Ψj l�ki

+ KΨij�kl ( 6.1.22)

Ψij = �ip�p j ( 6.1.23)

式中λ,μ,ν, π和 ρ为常数, A, B, C, D , G, H 和 K 是�ij的标量不变

量的多项式
[ 6. 2]
。

假设应力和损伤对蠕变变形的影响可以用 σ和 �来描述, 于

是蠕变的本构方程可以表示为

D = G(σ, �,κ,θ) ( 6.1.24)

函数 G的最一般形式可以表示为 σ和 �的张量多项式

G = β0 I + β1�+ β2�2 + β3σ+ β4 (�¡¤σ+ σ¡¤�)

+ β5 (�2 ¡¤σ+ σ¡¤�2 ) + β6σ2 + β7 (�¡¤σ2 + σ2 ¡¤�)

( 6.1.25)

式中 βi( i= 1, 2, ⋯, 7)为 κ,θ以及下列关于 σ和 �的标量不变量

的函数

t r�, t r�2 , tr�3 , t rσ, t rσ2 , t rσ3

t r(�¡¤σ) , t r(�
2

¡¤σ) , tr (�¡¤σ
2
) , tr(�

2
¡¤σ

2
)

( 6.1.26)

  在特殊情况下,如果变形率张量 D 只依赖于σ, 则式( 6.1.25)

简化为

D = β0 I + β3σ+ β6σ
2

( 6.1.27)

由于体积应变在变形过程中一般不明显(临近断裂时刻除外) , 因

此可以假设体积是不可压缩的,此时, 上式变成
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D = β1σD + β2 [σ
2
D -

1
3

( trσ
2
D) I ] ( 6.1.28)

式中β1 和β2 是与 βi 相类似的标量函数,σD= σ-
1
3

( trσ) I。

6.1.4 粘塑性各向异性损伤模型

在蠕变损伤情况下,损伤演化方程可以表示为如下的形式

Ω
●

=〈χ(σ
* )

A 〉
r

[γI + ( 1 - γ)ν( 1 )ν( 1) ] ( 6.1.29)

式中 ν
( 1)
是最大主应力方向的单位矢量, A , r 和 γ为材料常数,

χ(σ
* )是描述等时面的净应力张量的不变量。采用 Hayhurst 的定

义,有

χ(σ
*

) = αJ 0 (σ
*

) + βJ 1 (σ
*

) + ( 1 - α- β) J 2 (σ
*

)

( 6.1.30)

式中α和β是与温度有关的材料常数。在恒定的多轴应力作用下,

断裂时间为

tc =
1

k + 1〈χ(σ)A 〉
- r

( 6.1.31)

式( 6.1.29)和( 6.1.31)中三角括号的定义为

〈x〉=
x 当 x > 0

0 当 x ≤ 0
( 6.1.32)

  利用 Lemaitre 提出的有效应力的概念, 损伤材料的粘塑性本

构方程可以从无损的形式得到, 只需将 Cauchy 应力换为有效应

力σ。对于各向同性强化的情况,有

p
●

=
J 2 (σ)

K

n

p - n/ m

ε
●

p
=

3
2

p
● σ1

J 2 (σ)

( 6.1.33)

  对于单向拉伸的特例情况, 损伤演化方程和本构方程简化
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为
[ 6. 5]

Ω
●

=
σ

A ( 1 - Ω)

r

( 6.1.34)

ε
●

p =
σ

A ( 1 - cΩ)

n

p - n/ m ( 6.1.35)

  如果应力始终保持不变,积分式( 6.1.34) , 得

Ω= 1 - 1 -
t
tc

1
r + 1

( 6.1.36)

式中 t c 为蠕变断裂时间

t c =
1

r + 1
σ
A

- r

( 6.1.37)

  如果只考虑第二蠕变律, 即 m→∞, 且设 n= r - 2, 由式

( 6.1.35)和( 6.1.36)得到

εp = εpR 1 -
1 - t/ t c

[ 1 - c + c( 1 - t/ t c)
1 / ( n- 1)

]
n- 1 ( 6.1.38)

式中断裂应变ε
p
R 为

εpR =
σ
K

n t c

1 - c
( 6.1.39)

6.1.5 蠕变裂纹扩展的局部方法

断裂力学在描述裂纹扩展和断裂时往往采用整体的方法, 即

通过全场的应力应变分析找出起主导作用的控制参量, 并用它来

描述裂纹的状态。这种方法在描述材料的断裂行为, 尤其是二维弹

性以及等幅循环加载情况下的材料行为时有很大优点。但是在处

理一些更复杂的断裂现象时存在一些局限性, 在分析非比例加载

下的裂纹扩展、具有分布损伤的材料断裂等问题有较大困难。

克服这些困难的一种途径是采用断裂的局部方法。这种方法

是在连续损伤力学的框架下发展起来的。随着裂纹尖端损伤的发

展, 材料单元的局部刚度不断下降, 因此, 如果把达到损伤临界值
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(或刚度临界值)的材料单元看作裂纹, 就能合理地分析裂纹的萌

生、扩展直至断裂的全过程。局部方法存在的一个问题是裂纹的起

裂和扩展对有限元网格的尺寸和布置相关, 因此有限元网格的合

理划分和网格敏感性的分析是局部方法的重要问题。

为了考察损伤各向异性对裂纹扩展的影响, Murakami 等

人
[ 6. 4]
将 Murakami-Ohno 损伤模型和有限元方法相结合, 利用局

部化方法研究了在比例加载和非比例加载情况下含中心穿透裂纹

的铜板在 250℃温度下的二维蠕变断裂问题。

在金相学实验观察的基础上, 近似认为蠕变损伤即微孔洞的

形核、长大和汇合主要发生在与最大主应力相垂直的晶界上。采用

式( 6.1.11)中的二阶损伤张量 Ω和式( 6.1.16) 中的净应力张量

σ
* ,并假设各向异性损伤的演化方程表示为

Ω
●

= B[ξσ*1 + ζσ*e +
1
3

( 1 - ξ- ζ) t rσ* ]

× {tr [ ( I - D ) - 1 ¡¤(γ1γ1 ) ] } l

× [ ( 1 - η) I + ηγ1γ1 ] ( 6.1.40)

式中σ
*
1 和σ

*
e 是净应力张量σ

*
的最大主值和 Mises 等效应力, γ1

是σ
*
1 的主方向, B , k, l, ξ, ζ, η都是材料常数。当 η= 0 时, 式

( 6.1.40)相当于 Kach an ov-Rabot nov 的各向同性损伤理论, 当 η

≠0时, 则体现了损伤的各向异性。采用 McV et ty 型的蠕变律和应

变强化假设,损伤材料的本构关系表示为

ε
●

c =
3
2

[ A1σn 1- 1
e αexp( - αt) s + A 2 (σ*e ) n2- 1 s* ]

ε
c
e( t) = A1σ

n
1

- 1
e ( t) [ 1 - exp( - αt) ] + A 2 [σ

*
e ( t) ]

n
2t

ε
c
e( t) =∫

t

0

2
3

t r(ε
●

c
)

2
1/ 2

dt ( 6.1.41)

式中 s 和 s
*
分别为 σ和 σ

*
的偏斜张量, A1 , A2.n1 , n2 和 α是材料

常数, t是一个虚设的时间变量, 可以由式( 6.1.41)的前两个方程
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消去。对 250℃的铜, 各个材料常数的取值为: B 1 = 4.46× 10
- 1 3

MP a
- k

/ h , l = 5.0, k = 5.55, ξ= 1.0, ζ= 0.0, A1 = 2.4× 10
- 7

MP a
- n

1 , A2 = 3.0× 10- 6
MPa

- n
2 / h, n1 = 2.6, n2 = 7.1, α= 0.05/ h,

E = 66 240MP a。

Murak ami 等
[ 6 .4]用有限元方法分析了含中心裂纹的方板的

蠕变断裂问题。他们采用了单元消去技术, 当单元内部的损伤张量

D 的最大主值达到临界值 Dc 时,单元发生断裂, 将其刚度减缩为

零。为了考虑损伤的各向异性对蠕变裂纹问题的影响, 分别计算了

在比例加载和非比例加载条件下各向同性损伤(η= 0)、完全各向

异性损伤 (η= 1)和组合损伤 (η= 0.5)情况下的蠕变裂纹扩展问

题, 包括裂纹从启裂、扩展到最后断裂过程中的应力重新分布、寿

命和扩展路径。因此, 利用断裂的局部方法可以较好地模拟结构的

劣化过程以及裂纹尖端附近应力和损伤场的动态演化过程。计算

结果表明, 在比例加载情况下, 损伤的各向异性性质对断裂过程

(包括构件的蠕变寿命和裂纹扩展路径)不产生明显影响, 而在非

比例加载情况下则不然。图 6.6 给出了η= 1 和 η= 0时非比例加

载的两种计算结果,图中 tf , t s和 tr 分别为启裂时间, 载荷改变时间

(裂纹长度从 2a 0 变为 3a 0 的时间)和最终断裂时间。在载荷变化

前裂纹的扩展方向是相同的,都是沿裂纹方向向前扩展, 但在载荷

变化后, 各向异性损伤理论预测裂纹沿着与初始裂纹相垂直的方

向断裂,最终断裂时间为 tr = 1159h。而各向同性损伤理论预测裂

纹大约沿着 45°的方向断裂,最终断裂时间为 t r = 615h。因此, 结论

是损伤的各向异性性质将延长非比例加载构件的寿命, 而且对裂

纹的扩展路径有明显影响。

此外, Murakami等
[ 6 .4]
还得到了以下几个有意义的结论: ( 1)

不同的网格划分方法对构件的寿命不会产生明显影响, 却对裂纹

扩展方向产生显著影响; ( 2)采用相同的网格划分方法, 但采用不

同的网格尺寸,对裂纹的扩展路径没有明显影响。图 6.7 给出了单
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图 6.6 非比例加载条件下的蠕变裂纹扩展 [ 6.4]

元数对启裂时间 t f 和最终断裂时间 t r 的影响曲线,可以看出, 网格

越细,扩展速度越快, 寿命越短,但是总的来说, 网格尺寸对蠕变裂

纹扩展速率的影响并不很大。在疲劳裂纹扩展情况下, 裂纹扩展对

·012·



图 6.7 启裂时间和最终断裂时间与单元数的关系 [ 6.4]

网格的敏感性更大。( 3)当临界损伤因子 D c 取 0.99和 0.5时, 构

件寿命几乎是相同的, 因此, 在一定范围内( Dc 不接近于 0) , 临界

损伤因子的取值对结果没有显著影响。

6.1.6 小结

通过对 Murakami-Ohno 蠕变损伤理论的上述介绍, 可以看

到该理论有如下的优点:

( 1) 该理论给出了各向异性蠕变损伤演化方程和本构方程的

一般形式,而且可以适用于任意的加载路径, 包括非比例加载。

( 2) 材料的损伤状态用一个二阶张量来描述, 只有 6 个独立

分量。这是对 Kach an ov-Rabot nov 损伤概念的推广, 具有较明晰

的物理意义。

( 3) 该理论得到了一些实验结果的支持。Murak ami 和

Imaizumi
[ 6 .7]
用黄铜薄板上等间距规则排列的圆孔来模拟损伤, 通

过拉伸实验, 测量弹塑性应变及断裂应力等, 对损伤效应张量 �、

有效应力张量 σ
*
、损伤演化方程和本构方程进行了验证, 实验结

果与理论吻合得较好。
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另外, Murakami-Ohno 损伤理论也存在一些明显的缺点, 主

要表现在:

( 1) 它没有显示出损伤材料的弹性律, 即没有体现弹性常数

随损伤的变化,而只是给出了蠕变应变的损伤本构关系。

( 2) 在粘塑性律中, 有效应力的定义采用了很多个系数, 这些

系数难以确定。

( 3) 该理论不是在严格的连续热力学理论的基础上导出的。

6.2 Chaboche各向异性损伤理论 [ 6.5, 6.8～6.13]

为了避免 Murakami-Ohno 损伤理论的缺点, Ch aboch e 提出

了又一种各向异性损伤理论, 他用有效应力的概念以及损伤材料

的等效行为引入张量损伤变量, 坚持用弹性的改变来表达损伤状

态。这是第 3章介绍的 Lemaitre-Chaboch e各向同性损伤理论在

各向异性损伤情况下的推广。

6.2.1 有效应力和损伤张量

设无损材料的弹性应力应变关系为

σ= Λ∶ εe ( 6.2.1)

而损伤材料的弹性应力应变关系为

σ= Λ∶ εe ( 6.2.2)

式中Λ和Λ分别为无损材料和损伤材料的四阶弹性张量。有效应力

σ定义为无损材料中发生与损伤材料相同的应变所需的应力,即

σ= Λ∶ ε
e

= Λ∶ Λ
- 1
∶ σ ( 6.2.3)

式中四阶张量 M= Λ∶ Λ是 K achanov和 Rabot nov 经典损伤理论

的推广,可以由无损和损伤材料的弹性张量得到。将式( 6.2.3)改
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写成

σ= ( I - D)
- 1
∶ σ ( 6.2.4)

式中 D 为不对称的四阶损伤张量, 表示为

D = I - Λ∶ Λ
- 1

( 6.2.5)

  损伤张量 D 可以描述损伤材料的弹性行为, 有

σ= Λ∶ εe = ( I - D)∶ Λ∶ εe ( 6.2.6)

  损伤张量 D 也可以用均匀化的数学方法得到,至少对于椭球

形孔洞或周期分布的微裂纹损伤的材料体元如此。损伤材料的弹

性刚度张量可表示为

Λij kl =
1
V∫ V*
Λij rsdV -∫V*

Λij k lbkl r sdV ( 6.2.7)

式中 V 为材料单元的体积, V
*
为基体的体积, bij kl为应力集中系数

的四阶张量。设基体材料是均匀的,上式变成

Λij kl =
V
*

V
δirδj s -

1
V∫V
*

bij rsdV Λrskl ( 6.2.8)

该式亦可写成

Λij kl = δirδj s - 1 -
V*

V
δirδj s -

1
V∫V*

bij r sdV Λr skl

( 6.2.9)

  引入四阶损伤张量 D, 其分量为

Dij kl = 1 -
V
*

V
δikδj l +

1
V∫V*

bij kl dV ( 6.2.10)

于是有

( I - D) = M( D) = Λ∶ Λ- 1 ( 6.2.11)

  损伤张量 D 是不对称的, 例如 D1 122≠D 221 1 ,因此式( 6.2.4)所

定义的有效应力张量σ也不对称。

为了建立 D 的演化方程, 引入一个标量损伤因子 D。在比例
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加载情况下,认为损伤张量的主方向和应力张量的主方向相同, 损

伤演化方程的简化形式为

D
●

= Q
*

D
●

( 6.2.12)

式中 Q
*
是与材料相关的张量,也可与温度有关。上式中, 材料损伤

随载荷演化的非线性性质包含在 D
●

中, 即由单位体积中缺陷的密

度来体现, 而在加载过程中损伤的方向性不改变, D
●

也与这种方向

性无关。

在一般的情况下, 损伤的演化率与有效应力张量的主方向有

关,表示为

D
●

= Q(σ) D
●

( 6.2.13)

式中 Q(σ)由 Q
* 从参考坐标系向主应力坐标系旋转得到。

6.2.2 热力学框架

为方便起见, 只讨论等温的情况, 即 ΔT = 0, 此时, 各向异性

的损伤演化只与材料和主应力的方向相关。

损伤材料的比自由能依赖于损伤张量 D。把自由能分解成弹

性部分和塑性部分,即

Ψ= Ψe(ε
e
, T , D) + Ψp ( T , VK ) ( 6.2.14)

式中 VK 为内变量,例如硬化参数。弹性自由能Ψe 与损伤张量 D

存在如下的线性关系

ρΨe =
1
2
εe∶ ( I - D)∶ Λ∶ εe ( 6.2.15)

于是弹性律为

σ= ρ
�Ψ
●

e

�ε
e = ( I - D)∶ Λ∶ εe = Λ∶ εe ( 6.2.16)

有效应力为

σ�= ( I - D)
- 1
∶ σ ( 6.2.17)

与损伤张量 D 功共轭的变量为
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Y = ρ
�Ψe

�D
= -

1
2
ε

e
∶ Λ∶ ε

e
( 6.2.18)

  如果引入四阶损伤张量 D 的迹作为损伤的一种标量度量 D

D = ctrD = cD ┈ I ( 6.2.19)

式中 c为待定参数。同样引入 Y的迹 Y, 即

Y = trY = -
1
2
ε

e
∶ Λ∶ ε

e
= ρ
�Ψe

�D
┈ I = ρc

�Ψe

�D

( 6.2.20)

也可以将上述变量表示成有效应力σ�的函数

- Y =
1
2
σ�ε

e
=

1
2
σ�Λ

- 1
∶ σ ( 6.2.21)

- Y =
1
2
σ�∶ εe =

1
2
σ�∶ Λ- 1∶ σ ( 6.2.22)

  引入耗散势函数 φ
*

(σ, AK , Y;ε
e
, T , VK , D ) , 广义正交法则表

示为

ε
●

P =
�φ
*

�σ
,  V

●

K = -
�φ
*

�AK
,  D

●

= -
�φ
*

�Y
( 6.2.23)

式中 AK 是 VK 的功共轭热力学力。为简单起见, 假设由变形过程

和损伤过程引起的耗散是不耦合的,即

φ
*

= φ
*
p (σ, AK ; VK , T ) + φ

*
D ( Y;ε

e
, T , D) ( 6.2.24)

而且假设损伤耗散势与 Y成线性关系

φ
*
D = - F (ε

e
, T , D) Q┈ Y ( 6.2.25)

式中 Q为定义损伤扩展律各向异性的四阶张量。这种各向异性相

对于有效应力张量 σ的主方向坐标系是不变的, 而演化过程的非

线性性质表现在函数 F 中。由正交法则得到

D
●

= QF (ε
e
, T , D ) ( 6.2.26)

  由 D = ctrD, Y= t rY,得到标量 D 的演化律为

D
●

= ctrD
●

= ctr
�φ*

�Y
= - c
�φ
*

�Y
= F (εe , T , D)

( 6.2.27)
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其中 c= ( trQ)
- 1
。这些方程也可以通过弹性律表示为有效应力的

函数,有

D
●

= QD
●

( 6.2.28)

D
●

= G(σ, T , D ) ( 6.2.29)

  为了使损伤演化方程中的材料参数尽可能少, 可以利用在特

殊缺陷配置下的线弹性解来定义张量 Q。例如,对于图 6.8 所示的

平行分布的微裂纹,通过均匀化得到损伤张量形式为

   D =

D 1 0 0

ν
1- ν

D 1 0  0

ν
1- ν

D 1 0  0

 0

 D5

 D 5

( 6.2.30)

( a)矩形分布 ( b )交错分布

图 6.8 平行分布的微裂纹
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方向 1 是与裂纹相垂直的方向。此时有效应力表示为

σ
�

11

σ�22

σ�33

σ�23

σ�31

σ�12

=

1
1- D 1

0  0

ν
1- ν

D 1

1- D1
1  0

ν
1- ν

D 1

1- D1
0  1

 1

1
1- D 5

1
1- D 5

σ1 1

σ2 2

σ3 3

σ2 3

σ3 1

σ1 2

( 6.2.31)

因此, 这种特殊情况可以用两个损伤变量D 1 和D 2 表示。如果假设所

有的微缺陷发展都垂直于最大主应力方向,则可以选取 Q= Γ, 其中

Γ=

1 0 0

ν
1- ν

0 0

ν
1- ν

0 0

0

ξ

ξ

( 6.2.32)

式中 ξ为材料参数,ν为泊松比。事实上, 每种材料多少都表现出

这种各向异性的性质。将这种完全各向异性与各向同性组合起来,

则得到描述一般各向异性情况下的一种简单表示

Q = ( 1 - γ)Γ+ γI ( 6.2.33)

其中包含两个参数即 ξ和 γ。当 γ= 1时, 材料的损伤演化是各向

同性的,当 γ= 0时,损伤演化是完全各向异性的。

损伤过程的耗散功可以写为
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ΦD = - Y┈ D
●

= - Y┈ QD
●

= - [ ( 1 - γ) Y┈Γ+ γY] D
●

( 6.2.34)

  将式( 6.2.21)和( 6.2.22)代入上式,可以看出方括号中的两

项均为负值,因此有

D
●

≥ 0 ( 6.2.35)

  为了展示在非比例加载情况下的各向异性的损伤演化, 考察

图 6.9 中的例子,并令γ= 0。首先沿方向 1拉伸,缺陷在垂直于 σ1

的平面内发展,有

D1 = QD 1 ( 6.2.36)

( a )外加载荷 ( b)有效应力 ( c)损伤演化

图 6.9 复杂加载情况下的各向异性损伤演化

如果沿方向 1和 2同时增大载荷, σ
●

1 = σ
●

2 > 0, 则最大有效主应力仍
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为σ�1 ,即 σ�1 > σ�2 ,缺陷仍在相同的平面内发展。接下来沿方向 2 增

大载荷,σ
●

1 = 0,σ
●

2 > 0,当 σ�2 变成最大有效主应力即 σ�2 > σ�1 时,缺陷

将在与方向 2 垂直的平面内发展,此时有

D2 = D1 + Q2D 2 = QD 1 + V∶ Q∶ VT D 2 ( 6.2.37)

式中

V = RR ( 6.2.38)

R 表示方向 1和 2的旋转张量。当达到 D 1 = D 2 时, 损伤的各向异性

变弱, 方向 1和 2表现出相同的性质,而在其它方向上性质稍有差异。

由此也看出,损伤状态的各向异性和损伤演化的各向异性是不同的。

6.2.3 粘塑性各向异性损伤模型

将 Ch aboche 的各向异性损伤理论应用于粘塑性情况。在各

向同性硬化情况下,粘塑性势函数为

φ
*

=
K
n + 1

J 2 (σ�)
K

n + 1

p
- n/ m

( 6.2.39)

粘塑性流动律为

ε
●

p =
�φ
*

�σ
=

3
2

J 2 (σ)
K

n

p - n/ m
( I - D) - 1∶ σ�′

J 2 (σ�)
( 6.2.40)

在单拉情况下,该式简化为

ε
●

p =
1

1 - D
σ

K ( 1 - D )

n

p - n/ m ( 6.2.41)

与 式 ( 6.1.34) 比较发现, 损伤项的指数不同。这是由于在

Murak ami-Ohno 理论中有效应力在流动律中代替 Cauchy 应力,

而在 Chaboche 理论中有效应力在流动势函数中代替 Cauchy 应

力。

根据前面的讨论,损伤演化方程可以表示为

D
●

= QD
●

= [ ( 1 - γ)Γ+ γI ] D� ( 6.2.42)

标量 D 的演化方程选取如下的形式
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D
●

=〈χ
*

(σ�, D )
A 〉χ(σ)A

r- k〈χ(σ) 〉

( 6.2.43)

式中χ(σ)是等效应力, χ
*

(σ
�, D )是等效有效应力, 定义为

( a)  Cha boche 理论 ,  Muna kami-Ohno 理论

( b)  Chaboche 理论 ,  Kacha nov 理论

图 6.10 先拉后扭的蠕变断裂时间 [ 6.9]

 χ(σ) = αJ 0 (σ) + βJ 1 (σ) + ( 1 - α- β) J 2 (σ) ( 6.2.44)

 χ* (σ�, D) = αJ 0 (σ�) +
β

1 + 2A
J 1 (σ�) +

1 - α- β
1 - A

J 2 (σ�)

( 6.2.45)

 A =
ν

1 - ν
( 1 - γ) D

1 - γD
( 6.2.46)

其中α, β为材料常数。

在单拉情况下,三个有效主应力表示为

σ�1 =
σ1

1 - D
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σ
�

2 = σ
�

3 =
ν( 1 - γ) D

( 1 - ν) ( 1 - γD )
σ1

1 - D
( 6.2.47)

在各向同性损伤时,γ= 1, 得到 σ�2 = σ�3 = 0, 即得到与 K achanov 的

有效应力完全相同的形式。

上面的公式可用于非比例加载的情况, 可以描述损伤的各向

异性演化过程及其对材料行为的影响。图 6.10 给出了试件先经过

拉伸,再进行扭转情况下的断裂时间 tR ,图中 tσ为单拉情况下的蠕

变 断 裂时间, t
* 为预先拉伸的时 间。图 6.10 还给出了用

Murak ami-Ohno 理论和 K achanov 理论得到的相应结果, 以供比

较。

6.2.4 Murakami-Ohn o理论与 Chaboche 理论的比较

在很多情况下,损伤的各向异性是明显的。在蠕变情况下, 有

些材料, 例如铜的微缺陷基本上在与最大主应力垂直的平面内发

展,因此表现出很强的各向异性。而另一些材料,如铝合金, 缺陷分

布则趋向于各向同性 [ 6. 14, 6.15 ]。Murakami-Ohno 和 Chaboche 建立

的两种损伤理论都描述了在多轴加载情况下材料蠕变损伤的各向

异性性质,其中的两个重要步骤是:

( 1) 定义在恒定的多轴应力加载情况下蠕变断裂的应力不变

量,它描述了应力空间中具有相同断裂时间的面。

( 2) 定义各向异性的损伤演化律, 这种各向异性相对于主方

向保持不变,即与时间无关, 只依赖于材料本身。损伤演化的非线

性可以从单轴拉伸情况下的损伤演化方程来体现。

这两种损伤理论的主要区别表现在以下几方面:

( 1) 损伤变量的定义不同。Murakami-Ohno 理论采用的是二

阶损伤张量; Chaboche 理论则采用了四阶损伤张量, 但后者包含

更少的材料常数。

( 2) 损伤演化律中的有效应力不同。Murakami-Ohno 理论采
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用式 ( 6.1.16) 中的净应力张量 σ
*

; 而 Chaboche 理论采用式

( 6.2.4)中的有效应力张量 σ
�。

( 3) 应力应变关系的建立方法不同。Murakami-Ohno 在建立

本构方程时定义了新的有效应力张量 σ
�, 用以代替无损材料本构

方程中的 Cauchy 应力;而 Ch ab och e 首先假设了粘塑性势函数,

并利用正交法则建立了应力应变关系。

表 6.1 总结了这两种理论的相同点和区别。尤其注意的是在

Murak ami-Ohno 理论中损伤演化的等价性以及 Ch ab och e理论中

本构方程的等价性。

表 6.1

Murakami-Ohno理论 Chaboche 理论

定

义

损伤定义
用净承载面积定义:

Ω= 1 �- A * / A

用等效本构行为定

义: D= 1 �- E
�/ E

有效应力 净应力: σ* =
σ

1 (- Ω
有效应力: σ�=

σ
1 �- D

损伤演化律

的等价性

等价:

Ω
●

(σ,Ω) = Ω
●

(σ* , 0 �)

不等价

D
●

(σ, D)≠D
●

(σ�, 0 +)

本构方程

的等价性

不等价:

ε
●

p (σ, Ω)≠ε
●

p (σ* , 0 �)

等价:

ε
●

p (σ, D) = ε
●

p (σ�, 0 1)

简
化
方

程

损伤律 Ω
●

=
σ

A( 1 o- Ω)

r

D
●

=
(σ/ A) r

( 1 �- D) k

蠕变损伤

演化式(等应力)
Ω= 1 �- 1-

t
tc

1
r+ 1

D= 1 a- 1-
t
tc

1
n+ 1

本构方程

(第二、三阶段蠕变)
ε
●

p = B
σ

1 F- cΩ

n

ε
●

p =
B

1 h- D
σ

1- D

n
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一
般
形

式

损伤张量 二阶张量 Ω 四阶非对称张量 D

有效应力张量

σ
* =

1 �
2

(σ·�+ �·σ)

�= ( I - Ω) - 1

σ�= B
1
2

[Γ∶ σ

+ (Γ∶ σ) T ]
Γ= Γ(Ω)

σ�= ( I - D) - 1 \∶ σ

6.3 Kr aj cinovic的矢量损伤理论

K rajcinovic 等的矢量损伤理论
[ 6.1 6～ 6.19 ]
仍是在 Kachanov 损

伤理论的基础上发展起来的。所考虑的损伤表现为偏平状的微裂

纹, 并用矢量来描述。这一理论是建立在不可逆热力学框架之上

的, 可以同时引入多种相互独立的损伤, 可以应用于脆性损

伤
[ 6. 16, 6 .17 ]
、延性损伤和蠕变损伤等

[ 6 .18 , 6.1 9]
。

6.3.1 热力学框架

在小变形梯度的情况下, 含内变量的热力学理论中著名的

Clausius-Duhem 不等式表示为

σijε
●

ij - ρ(ψ
●

+ sT
●

) -
1
T

q ¡¤gradT ≥ 0 ( 6.3.1)

式中 σij和 εij为应力和应变张量, ρ, ψ, s, T 和 q 分别为质量密度、

H elmholt z自由能、熵、温度和热流矢量。

将应变分解成弹性部分和塑性部分

ε= εe + εp ( 6.3.2)

由正交法则得到应力张量

σ=
�ψ
�ε

( 6.3.3)

和广义热力学力
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Ai = ρ
�ψ
�αi

,  R i = ρ
�ψ
�ωi

( 6.3.4)

式中 αi为与塑性变形相关的内变量(例如硬化参数) , ωi为损伤变

量。

引入热力学通量

J = {ε
●

p
ij , α

●

j ,ω
●

j , qj } ( 6.3.5)

和共轭力矢量

X = ρ{σij , - A j , - R j , -
1
T

gradT } ( 6.3.6)

则 Claus ius-Du hem 不等式( 6.3.1)又表示为

ρD
●

≡ X ¡¤J ≥ 0 ( 6.3.7)

  一般情况下,本构方程可以表示为如下的形式

J = J (εe , T , gradT , X I ) ( 6.3.8)

但在平衡状态附近,本构方程可以线性化并表示为

J m = L mk X k ( 6.3.9)

或

X k = lmk J m ( 6.3.10)

其中 lmk和 L mk为互逆的两个矩阵。由式( 6.3.7)和( 6.3.9) ,得到

ρD
●

= L m kX m X k = lmk J mJ k ≥ 0 ( 6.3.11)

  引入如下的耗散势函数 F

F =
1
2
ρD

●

=
1
2

Lm kX m X k ( 6.3.12)

Rice
[ 6.2 3]
证明了耗散势函数 F (ε

e
, X, T )存在的一个充分条件是热

力学通量的每一个分量的变化率只依赖于它的共轭力,即

J m = f ( X m , T , H ) ( 6.3.13)

式中 H 表示细观结构配置的当前状态。由式 ( 6.3.12)及正交法

则,得到

J m =
�F
�X m

( 6.3.14)
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  在某些情况下, 采用对偶的势函数 F
*

(ε
e
, J , T )更为方便, 且

有

X m =
�F
*

�J m
( 6.3.15)

式中 F
*
由 F 的 F renchel变换得到。

由上述方法推导本构关系和损伤演化方程是比较方便的。只

要确定了耗散势函数 F 的具体形式,就可以建立每一个损伤变量

的演化方程,而无需分别去寻找每个损伤变量的演化规律。而且用

这种方法得到的损伤理论在形式上与塑性理论相类似。

6.3.2 脆性材料的损伤理论

对于脆性材料如陶瓷、灰口铁、某些岩石和混凝土,其损伤主

要为微裂纹的形核和发展。伴随着损伤发生的塑性变形往往很小,

因此将这些材料视为理想脆性的。

在准静态加载、小变形和等温条件下, H elmholtz 自由能是弹

性应变张量ε和损伤矢量ω�的标量函数, 与坐标系的选取无关,表

示为
[ 6. 16]

ρψ=
1
2

(λ+ 2μ)εkkεl l-μ(εkkεll - εklεl k ) + C�1ω�
(α)
k εklω�

(β)
l εm m

+ C�2ω�
(α)
k εklεl mω�

( β)
m

(α, β= 1, 2, ⋯) ( 6.3.16)

式中 C�i= C�i( X I , Dk , T )为材料参数,ω�
( α)和 ω�

(β)表示编号为 α和 β

的不同损伤矢量,它们之间可以是相互独立的。

由式( 6.3.3)和( 6.3.16)得

σij = K ij klεkl ( 6.3.17)

如果只考虑单一损伤场,有

K ij kl = λδijδkl + 2μδikδj l + C�1 (δijω�kω�l + δklω�iω�j )

+ C�2 (δj kω�iω�l + δilω�jω�k )

( 6.3.18)
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  应力应变关系的增量形式为

dσij = ρ
�

2
ψ
�εij�εkl

dεkl + ρ
�

2
ψ
�εij�ω�k

dω�k ( 6.3.19)

或

dσij = K ij kldεkl + K�ij m dω�m ( 6.3.20)

其中

K�ij m = C�1εkl[δij (δkmω�l + δlmω�k ) + δkl (δimω�j + δj mω�i) ]

+ C�2εkl [δj k (δimω�l + δl mω�i) + δil (δj mω�k + δkmω�j ) ]

( 6.3.21)

  根据式( 6.3.17) , 应力是 ω�的二次函数, 而在 Kachanov 模型

中应力和损伤变量间为线性关系。实际上这两个模型是可以统一

起来的,只要令

ω�= ω�in = ω
1
2i n ( 6.3.22)

其中

ω= ωin ( 6.3.23)

式中 ωi表示与 n 垂直的横截面内的缺陷密度。将损伤变量 ω�用

ωin 代替, 式( 6.3.18)和( 6.3.23)写成

K ij kl = λδijδk l + 2μδikδj l + C1 (δijωkωl + δklωiωj )

+ C2 (δj kωiωl + δilωjωk ) ( 6.3.24)

K�ij m = C1εkl[δij (δkmωl + δlmωk ) + δkl (δimωj + δj mωi) ]

+ C2εkl [δj m (δimωl + δlmωi) + δil (δj mωk + δkmωj ) ]

+ 2[ C1 (δijωkωl + δklωiωj ) + C2 (δj kωiωl + δilωjωk ) ]
ωm
ωpωp
εkl

( 6.3.25)

式中

Ci =
Ci

ωpωp
( 6.3.26)
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于是增量形式的应力应变关系变成

dσij = K ij kldεkl + K�ij m dωm ( 6.3.27)

  下面考虑微孔洞的扩展。一般来说, 微孔洞的几何变化包括两

种基本模式即膨胀和滑移, 事实上只要对式 ( 6.3.22)两边求导即

得到ω�
·

= ω�
·

in+ ω�in
●

。如图 6.11( a)所示为一偏平状微孔洞, 变形后

成为图 6.11( b)中虚线所示的形状, 并等效为它的最大投影, 由图

6.11( b)中实线所示。

图 6.11 微孔洞的几何变化

这种微孔洞的扩展相当于一种映射,即从状态 (ψ, σ, q, s)下的

微孔洞 dAK 变换到状态(ψ+ dψ, σ+ dσ, q+ dq, s+ ds)下的 da k , 由

X
K
表示物质坐标, x

k
表示空间坐标, 映射关系为

da k = J
�X K

�x k dAK ( 6.3.28)

式中 J 表示坐标变换的 Jacobian 矩阵的值。微孔洞面积的平方为

( da) 2 = J 2 C
- 1

K L dAK dAL ( 6.3.29)

式中 C
- 1

K L为 Green 变形张量的逆。由此得到

( da )
2

- ( dA )
2

= ( J
2
C
- 1

K L
- G

K L
) dAK dAL = 2dΩ

K L
dAK dA L

( 6.3.30)
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式中 G
K L为逆变度量张量, dΩ

K L = J
2
C
- 1

K L - G
K L为微孔洞几何变化

的度量。由非线性弹性理论,孔洞的膨胀为

da
dA

= J
2
C
- 1

K L dA K

dA
dAL

dA

1
2

= ( 2dΩ
K L

+ G
K L

) N K N L

1
2

( 6.3.31)

其中 N K = dAK / dA 为初始微孔洞表面 dA 的法向 N 的方向余弦。

在孔洞主坐标系( N , T )下( T 为滑移方向) ,孔洞面积的膨胀为

da
dAN

= 1 + 2
dΩ

( N N )

G( N N )

1
2

( 6.3.32)

这里( N N )表示不求和。在正交坐标系下, 对于小增量步,有

dΩN N =
da - dA

dA N
( 6.3.33)

这样二阶张量 dΩN T的主对角线上的项表示在垂直于法向的平面

内微孔洞面积的相对增长。而非对角张量 dΩN T表示由于旋转引起

的法向 N 和 n 的夹角, 即

2dΩN T = sin ( N, n) ≈ dθ ( 6.3.34)

  考虑到 K achanov的损伤变量的定义

ωN =
dAN

A N
( 6.3.35)

即有

dωN =
da - dA

A N
( 6.3.36)

式中 AN 为垂直于N 的横截面的面积。由式( 6.3.33)和( 6.3.36) ,

得到

dωN = ωN dΩN N ( 6.3.37)

  由于损伤变量定义为矢量, 其分量为 ωi= ωNni, 而 ωN 是一个

标量,则损伤扩展的运动学方程为

dωi = dωNni + ωN dni ( 6.3.38)
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  利用置换张量 eij k , 式( 6.3.34)可重写为

dni =
1
2

eij k dΩkj ( 6.3.39)

将式( 6.3.37)和( 6.3.39)代入( 6.3.38) ,得

dωi = ωN dΩN N ni +
1
2

eij k dΩkj ( 6.3.40)

  进而需要建立描述损伤演化的张量 dΩN N和应变增量 dεij之间

的关系,这里采用损伤面的概念。所谓损伤面, 是指应变空间中的

一个曲面,该面上各点对应的损伤值相等。损伤面用一个由状态变

量和内变量构成的函数 f = f (ε, ω, T )来描述, 可以由实验确定,

在缺少实验数据的情况下也可以假设损伤面的一般形状。

如果 εN N和 εN T分别为垂直和正切于偏平状微孔洞的应变, 可

以推测

dΩN N = dΩN T = 0,当 εN N ≤ 0, εN T = 0 ( 6.3.41a)

dΩN N > 0, dΩN T = 0,当 εN N = ε*N N , εN T = 0 ( 6.3.41b)

dΩN N > 0, ©¦dΩN T ©¦> 0,当 εN N = 0, εN T = ε
*
N T   ( 6.3.41c)

f (ε*N N , ε*N T ,ω, T ) = f (ε*N N , - ε*N T , ω, T ) ( 6.3.42)

式中星号表示损伤面上的值,如图 6.12 所示。
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图 6.12 应变空间中的损伤面

如果假设损伤速率垂直于损伤面,则

dΩN N = κG(ε,ω, T )
�f
�εN N

dεN N +
�f
�εN T

dεN T
�f
�εN N
   

( 6.3.43a)

dΩN T = κG(ε,ω, T )
�f
�εN N

dεN N +
�f
�εN T

dεN T
�f
�εN T
   

( 6.3.43b)

式中 G(ε, ω, T )是由状态变量和内变量构成的非负的标量函数, κ

为一标量因子,定义为

κ=
1,当 f = 0且  

�f
�εij

dεij > 0

0,在其它情况

( 6.3.44)

标量函数 G(ε,ω, T )由一致性条件得到。由 df = 0,得

dωN = - κ
�f
�ωN

- 1
�f
�εN N

dεN N +
�f
�εN T

dεN T ( 6.3.45)

由式( 6.3.37)和( 6.3.43) ,得到

G(ε,ω, T ) = - ωN
�f
�ωN
�f
�εN N

- 1

( 6.3.46)

  上面的讨论是在微孔洞的局部坐标系 ( N , T )中进行的,有必
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要将应变εN T变换到任意一个总体坐标系, 设总体坐标系的三个轴

用 1、2、3 表示。在平面应变条件下,转换关系为

εN N = cos
2
θε11 + sin

2
θε2 2

εN T = - sinθcosθ(ε11 - ε22 ) ( 6.3.47)

式中θ为 N 轴与 1轴的夹角。对上式微分, 得到

dεN N = cos
2
θdε1 1 + sin

2
θdε22 - 2(ε11 - ε22 ) s in2θdΩN T

dεN T = sinθcosθ( dε11 - dε2 2 ) - 2(ε1 1 - ε22 ) cos2θdΩN T

( 6.3.48)

  至此已经导出了脆性损伤材料的本构关系和损伤演化规律。

6.3.3 混凝土单拉单压损伤分析

首先分析单轴拉伸的情况。假设微裂面的扩展主要发生在与

拉伸轴垂直的平面内。

由式( 6.3.17)和( 6.3.18) ,得到单拉应力应变关系为

σ1 1

0

0

= E K

1+ ( C1 + C2 )ω ν�+
1
2

C1ω ν�+
1
2

C1ω

ν�+
1
2

C1ω 1 ν�

ν�+
1
2

C1ω ν� 1

ε11

ε22

ε33

( 6.3.49)

式中

ν�=
ν

1 - ν
,   K =

1 - ν
( 1 + ν) ( 1 - 2ν)

( 6.3.50)

ω= ω1 为垂直于拉伸方向的损伤。

由式( 6.3.20) ,应力应变关系的增量形式为
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dσ1 1

0

0

= E K

1 + ( C1 + C2 )ω ν�+
1
2

C1ω
1
2

C1ω

ν�+
1
2

C1ω 1 ν�

ν�+
1
2

C1ω ν� 1

dε11

dε22

dε33

+ E K

( C1 + C2 )ε1 1 +
1
2

(ε2 2 + ε33 ) C1

1
2

C1ε11

1
2

C1ε11

dω( 6.3.51)

  联想到 Mohr -Coulomb 准则, 选取损伤面为双曲面的形式

(图 6.13) , 即

f = εN N + B 3 (ω*N )
1
2 B - 2

2 ε2N T + ω*N - B 1ω*N = 0 ( 6.3.52)

式中 B 1 , B 2 和 B 3 是与温度相关的材料参数, ω
*
N 为已经记录的最

图 6.13 在(εN N ,εN T )

平面内的损伤面

大损伤。由一致性条件得到,

( B 1ω
*
N - εN N ) dεN N +

B3

B2

2

   

× ω*N εN T dεN T + B1εN N

+
1
2

B 3

B 2
εN T

2

- ( B2
1

- B
2
3 )ω
*
N dωN = 0

( 6.3.53)

式中εN T ,εN N和 ω
*
N 满足加载条件

f (ε,ω, T ) = 0 且
�f
�εij

dεij > 0

( 6.3.54)

  在单拉条件下损伤面简化为

f = ε11 + ( B3 - B1 )ω= 0 ( 6.3.55)
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一致性条件为

dε11 = ( B 1 - B 3 ) dω ( 6.3.56)

于是损伤演化方程为

dω=

dε11

B 1 - B 3
, 当 f = 0且 ε1 1dε11 > 0

  0 , 当 f < 0, 或 f = 0且 ε11 dε1 1 < 0

( 6.3.57)

  损伤开始扩展的条件为

ε11 ≥ ε
0
1 1 = ( B 1 - B 3 )ω

0
( 6.3.58)

式中ω
0 为材料初始损伤,反映了材料在形成和加工过程中产生的

损伤。ε
0
11是损伤开始发展的临界应变值, 可由单拉应力应变关系的

比例极限得到。

由式( 6.3.51) ,得到

dε2 2 = dε33 =

- ( 1- ν)
ν

1- ν
+

C1

B1 - B 3
ε11 dε11 当 ε1 1 > ε01 1

- ( 1- ν)
ν

1- ν
+

1
2

C1ω0 dε11  当 ε1 1 < ε01 1

( 6.3.59)

对此式积分,得

ε2 2 = ε3 3 =

- ( 1- ν)
ν

1- ν
+

1
2

C1

B 1 - B 3
ε1 1 ε1 1 当 ε11 > ε011

- ( 1- ν)
ν

1- ν
+

1
2

C1ω0 ε11   当 ε11 < ε011

( 6.3.60)

将式( 6.3.59)和( 6.3.60)代回 ( 6.3.51) ,并利用初始条件 ε11 = ε
0
1 1

时σ11 = σ
0
11 , 得到脆性损伤材料单轴拉伸的封闭解

1
E K
σ1 1 = 1 -

2ν
2

1 - ν
ε1 1 +

1
B 1 - B 3

[ C2 + ( 1 - 2ν) C1 ]ε
2
11

-
1 - ν

2
C

2
1

( B 1 - B 3 )
2ε

3
1 1 ,   当 ε1 1 > ε

0
11 ( 6.3.61)
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  在卸载时,损伤保持不变, dω= 0,有

    ε2 2 = ε3 3 = - ν+
1- ν

2
C1ω* ε1 1 ( 6.3.62)

和

 σ11 = EK 1-
2ν

2

1- ν
+ C1 ( 1- 2ν)ω

*
+ C2ω

*
-

1- ν
2

C
2
1 (ω
*

)
2
ε1 1

( 6.3.63)

式中ω
*
为累积损伤的最大值。

与损伤变量ω1 相共轭的热力学力为

Y1 = - ρ
�ψ
�ω1

= - EK ( C1εVε11 + C2ε
2
11 ) ( 6.3.64)

式中εV 为体积应变。

F onsek a 和 Krajcinovic就以下三种不同配比的混凝土试件:

( 1) f c′= 73.8MPa, E = 27.6GPa, B 1 = B3 = 4.149× 10
- 3

;

( 2) f c′= 50.3MPa, E = 21.4GPa, B 1 = B3 = 3.676× 10 - 3 ;

( 3) f c′= 40.0MPa, E = 17.2GPa, B 1 = B3 = 3.597× 10 - 3

分别计算了应力应变曲线(图 6.14) , 泊松比变化曲线(图 6.15)、体

积应变变化曲线(图 6.16)和损伤演化曲线(图 6.17) , 其中三种混

凝土试件均取ν= 0.2, ε
0
1 1 = 0.4× 10- 4 , C1 = - 1.2和 C2 = - 2.6。

对于单轴压缩情况,其推导过程与单拉情况相类似
[ 6 .16 ]
。选取

与单拉相同的材料数据, 得到的单压应力应变关系如图 6.18 所

示,并与 Wang
[ 6 .24 ]
的实验结果进行了对比。
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图 6.14 三种混凝土试件的单拉应力应变曲线 [6.17]
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图 6.15 混凝土试件单拉的泊松比变化曲线 [ 6.17]

图 6.16 体积应变变化曲线 [ 6.17]
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图 6.17 损伤演化曲线 [ 6.17]
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图 6.18 混凝土试件单压的应力应变曲线 [6.17]
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6.4 Sidor off 各向异性损伤理论
[ 6.20]

为了分析脆性弹性材料的各向异性损伤, Sidoroff 等人提出

了能量等效假设
[ 6. 20～ 6.2 2]
。即认为,受损材料的弹性余能和无损材

料的弹性余能在形式上相同, 只需将其中的 Cauchy 应力 σ换为

等效应力σ
�。

在无损情况下材料的各向同性的余能表示为

ρψe (σ, 0) =
1 + ν

2E
tr(σ¡¤σ) -

ν
2E

( t rσ)
2

( 6.4.1)

  对于受损材料, 假设其损伤状态用二阶损伤张量 D 表示, 有

效应力与 Cauch y应力的关系为

σ
�

= σ¡¤( I - D)
- 1

( 6.4.2)

假定应力张量σ的主轴与应变张量ε、损伤张量 D 的主轴重合。根

据能量等效假设,得到损伤材料的余能

ρψe (σ, D ) =
1 + ν

E
t r[σ2 ¡¤( I - D) - 2 ]

-
ν

2E
{tr [σ∶ ( I - D) - 1 ] } 2 ( 6.4.3)

  根据热力学框架下的正交法则

ε= ρ
�ψe
�σ

( 6.4.4)

Y = ρ
�ψe
�D

( 6.4.5)

得到损伤材料的应力应变关系

ε=
1 + ν

E
σ¡¤( I - D)

- 2
-
ν
E

( I - D)
- 1

tr[σ¡¤( I - D)
- 1

]

( 6.4.6)

和损伤能量释放率的表达式
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Y =
1 + ν

E
σ

2
¡¤( I - D)

- 3
-
ν
E
σ¡¤( I - D)

- 1

× tr [σ¡¤( I - D )
- 1

] ( 6.4.6)′

  能量等效假设也可以表述为, 受损材料的弹性应变能与无损

材料的弹性应变能有相同的形式, 只需将应变 ε用有效应变 ε�来

代替。有效应变的定义为

ε�= ε¡¤( I - D) ( 6.4.7)

无损材料的弹性应变能为

ρ�e (ε, 0) =
E

2( 1 + ν)
ν

1 - 2ν
( trε) 2 + tr(ε¡¤ε) ( 6.4.8)

于是受损材料的弹性应变能表示为

ρ�e(ε, D) =
E

2( 1+ ν)
ν

1- 2ν
[ t r(ε·( I - D) ) ]

2
+ tr [ε

2
·( I - D)

2
]

( 6.4.9)

利用正交法则

σ= ρ
��e
�ε

( 6.4.10)

Y = - ρ
��e
�D

( 6.4.11)

得到

σ=
E

1 + ν
ν

1 - 2ν
( I - D ) tr[ε¡¤( I - D) ] + ε¡¤( I - D) 2

( 6.4.12)

Y =
E

1 + ν
ν

1 - 2ν
εtr[ε¡¤( I - D) ] + ε

2
¡¤( I - D) ] ( 6.4.13)

由式( 6.4.6)和( 6.4.12)可以看出, 只要将无损材料的弹性应

力应变关系中的应力 σ和应变 ε分别用有效应力 σ�和有效应变 ε�

代替,即可得到受损材料的弹性本构关系。这种对应关系显然不同

于应变等效假设的结果。
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以单轴拉伸为例,由式( 6.4.6)得

ε1 =
σ

E ( 1- D 1 ) 2 =
σ

E
～

ε2 = -
νσ

E ( 1- D 1 ) ( 1- D 2 )
= -
ν
～

σ

E
～

ε3 = -
νσ

E ( 1- D 1 ) ( 1- D 3 )
= -
ν
～

σ

E
～ ( 6.4.14)

Y1 =
σ

2

E ( 1- D 1 ) 2 = E ( 1- D 1 )ε
2 ,   Y2 = Y3 = 0 ( 6.4.15)

式中 D i( i= 1, 2, 3)是 D 的主值,且

 E
�

= E ( 1 - D 1 )
2
,  ν�=
ν( 1 - D 1 )

1 - D 2
=
ν( 1 - D1 )

1 - D 3
( 6.4.16)

由此可以确定损伤变量 D i为

D1 = 1 -
E�

E

1/ 2

D 2 = D3 = 1 -
ν

ν�
E
�

E

1/ 2

( 6.4.17)

  图 6.19给出了损伤材料参数的变化曲线, 图 6.20是损伤变

量 D 1 和 D 2 的关系曲线。

设存在耗散势函数 P ( Y) ,由正交法则得到损伤演化方程

D
●

=

0, 如 P ( Y) < 0

λ
�P
�Y

, 如 P ( Y) = 0
( 6.4.18)

式中λ为损伤演化因子。上式表明损伤过程只发生在 P ( Y) = 0 的

状态。由于 Y是 ε和 D 的函数即 Y= Y(ε, D) ,因此

P
●

=
�P
�Y
∶
�Y
�ε
∶ ε

●

+
�Y
�D
∶ D

●

=
�P
�Y
∶
�Y
�ε
∶ ε

●

+
�Y
�D
∶ λ
�P
�Y

= 0 ( 6.4.19)

从而得到确定λ的表达式
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( a)有效弹性模量和应变的关系 ( b )泊松比和应变的关系

( c)损伤变量 D 1和 D 2 与应变的关系 ( d) D 1 和 D2 与应力的关系

  图 6.19 损伤材料参数的变化曲线 [ 6.17]

λ= -
�P
�Y
∶
�Y
�D
∶
�P
�Y

- 1

〈�P�Y∶ �Y�ε∶ ε
●

〉( 6.4.20)
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图 6.20 损伤变量 D1 和 D 2的关系曲线

  在 Y空间最简单的等势面是球面,即

P ( Y) = YI - Y0 = 0,   YI = [ tr ( Y ¡¤Y) ] 1 / 2

( 6.4.21)

式中 Y0 是材料常数。则有

D
●

=
λ

YI
Y ( 6.4.22)

  在单拉情况下,有

Y1 =
σ2

E ( 1 - D ) 3 = E ( 1 - D )ε2 = Y0

Y2 = Y3 = 0 ( 6.4.23)

D 1 = D ,   D 2 = D 3 = 0 ( 6.4.24)

损伤应变关系为
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D =
0, ε≤ ε0 = Y0 / E

1 -
ε0
ε

2

, ε> ε0

( 6.4.25)

损伤材料的单拉应力应变关系为

σ=
Eε, ε≤ ε0 = Y0 / E

Eε0
ε0
ε

3

, ε> ε0
( 6.4.26)

如图 6.21所示。可见该模型包含三个材料常数即 E , ν和 Y0 , 其中

Y0 可由单向拉伸应力应变曲线的 ε0 来确定。

( a)损伤演化曲线 ( b )应力应变关系

图 6.21

6.5 含损伤弹性介质的随机场理论

与其它章节的损伤理论不同, 随机夹杂场理论是 K unin 等

人
[ 6. 26]
在非局部弹性理论的基础上发展起来的。这种理论在数学

表示上更严格,适用范围更广泛, 适用于任何含有细观结构的点缺

陷、线缺陷(如位错)、体缺陷(如相变粒子、微裂纹、微孔洞、纤维)

等的弹性介质,当然对于一般的三维细观结构来讲, 这种理论提供

的方法是很复杂的。随机夹杂理论的基本思想是利用随机点场的
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概念,将各种细观夹杂的形状、尺寸、方位等作为随机变量, 通过体

积平均化的方法得到材料的总体有效性质。本节简单介绍随机夹

杂场理论及其应用,关于该理论的更详细内容可参见 Kunin 的专

著
[ 6. 26]
。

6.5.1 问题的描述

假设在无穷大的弹性介质中包含着随机分布的夹杂。在用细

观力学方法计算材料的有效模量时,往往选取典型的细观结构作

为代表性体元进行分析, 而且要考虑微结构之间相互作用的影响

程度。如果夹杂的分布稀疏,则可以忽略它们之间的相互作用;如

果夹杂不够稀疏,则应引入相互作用的影响。解决夹杂相互作用的

最常用方法是等效介质方法, 即把每个夹杂看作是处于等效均匀

的弹性基体中,例如第 4章介绍的自洽方法、微分方法等。

K unin 等人发展了另外一种方法, 将每个夹杂看作是均匀基

质中的孤立粒子, 周围粒子的存在通过作用在每个粒子上的有效

场来体现,这种方法称为有效场方法。作为一种近似, 可以假设有

效场对于所有粒子都是相同的和均匀的,此时, 有效场方法与自洽

方法的一种修正形式是一致的。本节只介绍有效场方法中比较一

般的格式。

考虑一个无穷大的弹性介质,它的弹性模量张量表示为

C( x) = C0 + C1 ( x ) = C0 + ∑
i

C1 iVi( x) ( 6.5.1)

式中 C0 是均匀基体的弹性模量, C1 ( x )是由于材料不均匀引起的

模量变化, Vi( x)是第 i个夹杂所占区域的特征函数, C1i在第 i个

夹杂内部是常数但是对于不同夹杂是不同的。类似地, 非均匀介质

的柔度张量表示为

B( x) = B0 + B1 ( x) = B0 + ∑
i

B1iVi( x) ( 6.5.2)
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  如果第 i个夹杂内部的应力 σi( x)和应变 εi( x )均已知, 则介

质中每一点的应力和应变即可表示为

σ( x ) = σ0 -∫S0 ( x - x′) B1σ
+

( x′) dx′

ε( x) = ε0 -∫K0 ( x - x′) C1ε+ ( x′) dx′ ( 6.5.3)

式中σ0 和 ε0 是外加应力和应变,且式中记

B1σ+ ( x) = ∑
i

B1iσ+i ( x) Vi( x)

C1ε
+

( x) = ∑
i

C1iε
+
i ( x ) Vi( x) ( 6.5.4)

K0 和 S 0 是四阶的积分算子核函数。假设由夹杂占据的区域 Vi构

成了一个均匀的随机场,所有的张量 C1i是独立的随机变量但有相

同的密度函数。

对于均匀介质中含有孔洞的情况, C1i= - C0 , B1 iσ
+
i = ε

+ , 式

( 6.5.3)变为

σ( x) = σ0 -∫S0 ( x - x′)ε
+

( x′) dx′

ε( x) = ε0 -∫K0 ( x - x′) C0ε
+

( x′) dx′ ( 6.5.5)

注意到式( 6.5.3)和( 6.5.5)可以解释为均匀介质中包含密度为

m k ( x)的位错时的应力场和应变场, 在夹杂情况下,有

mk ( x) = - B1kσk ( x) ( 6.5.6)

在孔洞情况下,有

mk ( x) = - εk( x) ( 6.5.7)

对于微裂纹的情况,设裂纹面为 Ωk , 式( 6.5.5)变为

σ( x) = σ0 -∫ S0 ( x - x′) M( x′)δ(Ω) dx′

ε( x ) = ε0 -∫K0 ( x - x′) C0 M( x′)δ(Ω) dx′ ( 6.5.8)
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式中

M( x )δ(Ω) = ∑
k

nk ( x) bk ( x)δ(Ωk ) ( 6.5.9)

M( x) =
1
2

nk ( x) bk ( x) + bk ( x) nk ( x ) ( 6.5.10)

nk ( x )为裂纹面 Ωk 的法向单位矢量, bk ( x )是位移不连续矢量。

6.5.2 有效场

弹性基体中的孤立缺陷构成了空间均匀的随机场, 对于第 i

个缺陷,它受到的外场 σi( x )表示为

σ�i( x) = σ0 + ∑
k≠i
∫S0 ( x - x′) mk ( x′) dx′, x ∈ Vi

( 6.5.11)

在应力σi( x)的作用下,第 i个缺陷可以看作是孤立的。如果上述

问题的解已经得到,那么非均匀介质中的应力和应变即可表示为

σ( x) = σ0 + ∑
k
∫S0 ( x - x′) mk ( x′,σ�k ) dx′

ε( x) = ε0 + ∑
k
∫K0 ( x - x′) C0 mk ( x′, σ�k ) dx′( 6.5.12)

式中 mk ( x,σ)即前面的 mk ( x) ,认为是已知的。如果材料中的缺陷

构成了随机场, 那么σ�k( x)是随机函数。关于 σ�k ( x)的结构, 引入以

下两个简化假设: ( 1)在每个夹杂内部σ�k ( x)是相同的,但在不同的

夹杂内部σ�k 不相同; ( 2)σ�k 不依赖于缺陷 Vk 的几何特征和弹性常

数。这样的σ�k ( x )场称为有效场。注意到在经典的自洽方法中, σ�k

对于所有夹杂都是相同的, 而在 K unin 的随机场夹杂理论中 σk

( x)是随机场,它能够更准确地描述缺陷之间的相互作用。

如果所有缺陷都是椭圆状裂纹, 则式 ( 6.5.12) 中的密度

m k ( x,σ�k )为

·742·



mk ( x ,σ�k ) = P k ( x)σ�kδ(Ωk) ( 6.5.13)

式中

P k ( x ) = P 1
khk ( x )

P 1
k = - nkT- 1

0 nk ,  hk ( x 1 , x 2 ) =
a 2

k

bk
1 -

x
1

ak

2

-
x

2

bk

2

( 6.5.14)

式中 ak 和 bk 是椭圆Ωk 的长半轴和短半轴。对于各向同性的介质,

T
- 1
0 为

T - 1
0αβ =

2a 2
k ( 1 - ν0 )

bkν0
dαδαβ  (不对 α求和) ( 6.5.15)

其中ν0 是基体材料的泊松比, dα是标量系数。

于是对于裂纹,式( 6.5.12)重新写为

σ( x) = σ0 + ∑
k
∫ S0 ( x - x′) P k ( x′)σ�kδ(Ωk) dx′

ε( x) = ε0 - ∑
k
∫K0 ( x - x′) C0 P k ( x′)σ�kδ(Ωk) dx′  ( 6.5.16)

  设 P ( x )是任意一个连续的张量场, 在区域 Vk 内它与 P k 相

等,此时在非均匀介质 V内的场 σ�( x )定义为

σ�( x) = σ0 +∫S0 ( x - x′) P ( x′)σ�( x′) V( x; x′) dx′,   x ∈ V

( 6.5.17)

它在所有区域 Vi内都与 σ�i 相同, 因此也与区域 V 内的有效场相

同。具体到裂纹情况,上式又表示为

σ�( x) = σ0 +∫S
′
0 ( x - x′) P ( x′)σ�( x′)δ(Ωx ) dx′,   x ∈ Ω

( 6.5.18)

式( 6.5.17)和( 6.5.18)表示了构造有效场σ�的思路。
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6.5.3 有效场统计矩的构造方法

在构造有效场之前,首先引入随机场的几种平均化方法。假设

在三维空间中随机地均匀分布着很多椭球状区域, 其特征函数是

V ( x ) , 应力场 σ( x)、应变场 ε( x)以及有效场 σ�( x )都是随机函数

V( x)的泛函。设 f ( x, V)是所考虑的函数, 它的平均值表示为

〈f ( x)〉=∫ f ( x, V) dμ( V) ( 6.5.19)

式中μ( V)是泛函空间中的一种度量。在 V( x )包含固定点 x1 的条

件下, f ( x )的条件平均记作 f ( x©¦x1 ) ,定义为

f ( x©¦x1 ) =〈V( x )〉
- 1∫ f ( x) V( x1 ) dμ( V) ( 6.5.20)

  对于某一固定点 x0 , 引入区域 Vx
0
如下

Vx
0

=
V = U

i
Vi 对于 x0 | V

U
i≠ j

Vi   对于 x0 ∈ V j

( 6.5.21)

  设 x∈V, x1∈Vx ,则 f ( x)在此条件下的平均值记作〈f ( x) ©¦x;

x 1〉, 表示为

〈f ( x) ©¦x; x1〉=〈V( x) V( x; x1 )〉- 1

×∫ f ( x) V( x) V( x; x1 ) dμ( V)   ( 6.5.22)

  下面考虑有效场σ�( x)的统计矩问题。将有效场σ�( x)的 n 阶矩

记作 σ�
n ( x1 , ⋯, xn ) , 它是在 x1 , ⋯, xn 属于 V(或 Ω)的条件下张量

积σ1 ( x 1 )·⋯·σn ( xn )的平均。作为最简单的两种统计矩, 有效场

的期望值和二点矩分别为

σ�
1

=〈σ�( x) ©¦x〉,   σ�
2
( x1 - x 2 ) =〈σ�( x1 )σ�( x2 ) ©¦x1 , x2〉

( 6.5.23)

  为了得到σ�
1
的表达式, 对式( 6.5.17)两边取平均并利用前文
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的第二个简化假设,得到

〈σ�( x) ©¦x〉= σ0 +∫S0 ( x - x′)

〈P( x′) V( x; x′) ©¦x〉〈σ�( x′) ©¦x′; x〉dx′  ( 6.5.24)

式中〈σ�( x′) ©¦x′; x〉是 x′∈V, x∈Vx′下的条件平均, 表示为

〈σ�( x) ©¦x; x1〉= σ0 +∫S0 ( x - x′)

〈P( x′) V( x; x′) ©¦x; x′〉〈σ�( x′) ©¦x; x1 , x′〉dx′

( 6.5.25)

  要求解式( 6.5.24)和( 6.5.25) , 还必须引入其它条件以使方

程闭合。在自洽方法中,假设 σ�( x)对于所有夹杂都相同,因此 σ�
1
,

〈σ�( x′) ©¦x′; x〉以及 σ�都相等并可由式( 6.5.24)求出。在 Kunin 的

随机夹杂场理论中,一种比较简单的近似是假设

〈σ�( x′) ©¦x′; x〉=〈σ�( x′) ©¦x′〉= σ�
1

( 6.5.26)

代入式( 6.5.24) ,得

σ�1 = σ0 +∫ S0 ( x - x′)〈P ( x′) V( x ; x′) ©¦x〉dx′σ�1

( 6.5.27)

  有效场的二阶矩可以由如下方程得到,

σ�2 ( x1 - x 2 ) = σ0〈σ�( x 2 ) ©¦x1 , x2〉+∫S0 ( x1 - x′)

〈P ( x′) V( x1 ; x′)σ�( x′)σ�( x2 ) ©¦x1 , x2〉dx′   ( 6.5.28)

类似地,对于应力场 σ( x)和应变场 ε( x ) , 有

〈σ( x)〉= σ0 +∫S0 ( x - x′)〈P ( x′) V( x′)〉〈σ�( x′) ©¦x′〉dx′

〈ε( x)〉= ε0 -∫K0 ( x - x′) C0〈P ( x′) V( x′)〉〈σ�( x′) ©¦x′〉dx′

( 6.5.29)

对于均匀的随机夹杂场,〈P ( x) V( x )〉和〈σ�( x ) ©¦x〉= σ�
1
均为常数,
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因此上式变为

〈σ( x)〉= σ0

〈ε( x)〉= ε0 - 〈P ( x) V( x)〉σ�
1

( 6.5.30)

于是在〈ε〉= B*〈σ〉定义下的有效弹性张量 B* 为

B* = B0 - 〈P( x ) V( x)〉Λ ( 6.5.31)

式中四阶张量Λ是外加应力σ0 与有效场一阶矩 σ�
1 之间的转换张

量,即 σ�
1 = Λσ0 , 由下式给出

Λ= I -∫S 0 ( x - x′)〈P ( x′) V( x ; x′) ©¦x〉dx′
- 1

   ( 6.5.32)

6.5.4 椭圆状裂纹的解

关于随机夹杂场理论在椭球状夹杂以及复合材料方面的应用

参见文献[ 6.26] , 这里只考虑均匀弹性介质中椭圆状裂纹的随机

场。设在外加应力 σ0 的作用下所有裂纹都是张开的, 此时式

( 6.5.30)和( 6.5.31)中的σ�
1
和 B* 表示为

σ�1 = Λσ0 ,

B* = B0 - 〈P( x )Ω( x)〉Λ ( 6.5.33)

式中

Λ= I -∫S0 ( x - x′)〈P( x′)Ω( x; x′) ©¦x〉dx′
- 1

( 6.5.34)

  对于椭圆状裂纹,有

〈P ( x)Ω( x)〉=
2π
3
〈

a 3

V0
P( a , b)〉 ( 6.5.35)

式中 V0 是每个裂纹的平均体积, 定义为 V0 = lim
V→∞

V
N

, P ( a , b) 与

( 6.5.14)中的 P k 形式相同,由裂纹的统计尺寸 a 和 b以及取向决定。

下面考虑一种特例情况。设在体积 V 内含有 N 个裂纹, 其尺
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寸和取向是随机分布变量,分布函数已知, 裂纹的位置是完全均匀

的。当 V 和 N 都趋向于无穷大, 且( V/ N ) = V0 < ∞, 于是得到一

个均匀的裂纹场,称之为泊松场。在这种情况下, 式( 6.5.33)中的

B* 变为

B* = B0 -
2π
3
〈

a
3

V0
P ( a , b)〉 ( 6.5.36)

  对于圆币状裂纹即 a = b,进一步得到

B* = B0 -
8
3

( 1 - ν0 )
μ0 ( 2 - ν0 )

〈a 3〉
V0
〈2E

5
( n) - ν0E

6
( n)〉

( 6.5.37)

式中

E 5
αβλμ=

1
4

( nαnλδβμ+ nαnμδβλ+ nβnλδαμ+ nβnμδαλ)

E 6
αβλμ= nαnβnλnμ ( 6.5.38)

  如果裂纹的取向分布完全均匀,则

B* = B0 -
8

45
( 1 - ν0 )
μ0 ( 2 - ν0 )

〈a3〉
V0

[ν0 E
2

- 2( 5 - ν0 ) E′]

( 6.5.39)

特别地,有效剪切模量 μ* 和泊松比 ν* 为

μ* = μ0 1 +
32
45
〈a

3
〉

V0

( 1 - ν0 ) ( 5 - ν0 )
( 2 - ν0 )

- 1

ν*
1 + ν*

=
ν0

1 + ν0
μ*
μ0

1 +
16
45
〈a

3
〉

V0

( 1 - ν20 )
( 2 - ν0 )

( 6.5.40)

6.5.5 总结

K unin 等人发展的随机场理论提供了一种数学上比较严格和

比较复杂的非均匀介质有效模量分析方法。利用这种有效场方法,

不能得到非均匀介质的弹性问题精确解, 这是因为有效场的每一
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阶统计矩都要用更高阶矩来表示,要求解这种问题, 必须引入另外

的、往往没有严格理论依据的近似假设。

在有效场方法中, 引入局部外场 σ�并假设 σ�在每一个夹杂内

部是常量,这一点与自洽方法一致。它与自洽方法的主要差别在于

对不同的夹杂σ�是不同的, 它是随机变量。有效场方法的另一个特

点是采用了比较严格但麻烦的平均化方法。有效场方法的一阶近

似结果与自洽方法是一致的, 同时从理论上讲这种方法能够得到

有效场的任意高阶统计矩。

有效场理论适用的条件是非均匀弹性介质中的所有夹杂都是

有限尺寸的且每个夹杂的状态依赖于它周围的局部外场。因此这

种方法只有当夹杂的分布比较稀疏时才是精确的。夹杂的分布越

集中,前面的两个近似假设偏差越大。但是, 这两个假设对最重要

的一阶矩和二阶矩影响很小,在一般的实际材料中, 由这种方法得

到的结果已经足够精确,与实验结果相符得很好。

作为计算非均匀介质宏观有效性质的一种工具, 有效场方法

有着很长的历史, 它可以计算各种细观结构的非均匀材料的有效

参数,例如弹性模量、电导率、介电常数、电磁性质等。关于这些内

容的详细结果可以参考 K unin 的专著
[ 6. 26]及相关文献。

6.6 脆性材料的微裂纹扩展区损伤模型

在诸如岩石、混凝土、某些陶瓷等脆性材料中, 往往存在着大

量弥散的微裂纹,微裂纹的形成、扩展和汇合对材料的力学性质产

生显著影响,可以导致材料的逐渐劣化直至最后的断裂。近年来,

脆性材料的宏、细观损伤研究受到了普遍重视, 关于这方面的研究

成果和现状,文献[ 6.27～6.30]就不同的侧面进行了总结和评述。

尽管研究者们已经提出了各种不同的损伤描述方法,进而建立了
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多种微裂纹损伤的本构模型。但是直到最近, 仍没有一套比较完整

的损伤模型,可以较好地解决在拉伸、压缩以及复杂加载情况下脆

性材料从线弹性变形, 经过非线性强化阶段和应变软化阶段直到

宏观裂纹形成这一复杂过程中的损伤演化和本构行为。而且总的

来讲,现有的损伤模型至少还存在以下两方面的不足。其一, 这些

模型描述损伤的方法是定义一个标量、矢量或张量作为损伤状态

变量,但实际上一点的损伤状态可以是很复杂的, 究竟用多少个参

数能够较好地描述是一个未解决的问题。而且在复杂的损伤过程

中,各个损伤参数的演化规律也是难以确定的, 当采用张量形式的

损伤变量时这一点变得尤为突出。其二, 这些模型都难以处理复杂

加载路径的问题。

为此, 冯西桥和余寿文[ 6.3 0～ 6.3 3]提出用微裂纹扩展区 ( domain

of microcrack growt h, 简记为 DMG )的概念来描述脆性材料的损

伤状态。所谓微裂纹扩展区,是指经过加载后, 发生扩展的所有微

裂纹在取向空间中所占的范围, 由一个区域或多个区域的并集组

成。换言之,经过一定的加载路径后, 法向矢量位于微裂纹扩展区

的所有微裂纹都已经发生了扩展。利用这个概念, 可以更准确地描

述微裂纹的损伤状态, 并且能够解决任意复杂加载路径下的损伤

演化和本构响应问题, 从而建立了一套比较完整的脆性材料的细

观损伤模型。本节以三轴拉伸为例说明微裂纹扩展区模型的基本

思想, 关于三轴压缩等情况的分析以及微裂纹扩展区的测量等问

题可参考文献[ 6.30～6.36]。

6.6.1 单个张开币状微裂纹引起的柔度张量

选取一个代表性体积单元,其尺寸满足以下两方面的要求, 一

方面该体元从细观角度上看足够大,包含足够的材料细观结构和

微裂纹,从而可以代表材料的统计平均性质;另一方面该体元从宏
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观角度上看又足够小,可以看作材料的一个质点, 因此体元的宏观

应力和应变可视为均匀的。假设只有小应变和小转动发生, 这对于

脆性材料一般是恰当的,同时设基质为线弹性各向同性材料。体元

的平均应变张量ε�ij包含两部分

ε�ij = ε�
e
ij + ε�

i
ij ( 6.6.1)

式中 ε�
e
ij为基质变形引起的弹性应变张量,ε�

i
ij是所有微裂纹引起的

应变张量。其中ε
e
ij由基质的平均应变得到

ε�
e
ij =

1
V∫V

m

ε
*
ij dV =

1
V∫V

m

S
0
ij klσ
*
kl dV = S

0
ij klσ�kl ( 6.6.2)

式中 V 为代表性体积单元的体积, Vm 为基质材料所占的体积, 且

近似认为 Vm = V, S
0
ij kl为基质的柔度张量, ε

*
ij 和σ

*
ij 为细观的应变张

量和应力张量,σ�ij为体元的平均应力张量。这里忽略微裂纹的相互

作用而采用 T aylor 模型,因此假定 σ�ij等于外加应力张量σij , 即

σ�ij =
1
V∫V

m

σ
*
ij dV = σij ( 6.6.3)

于是式( 6.6.2)变成

ε�
e
ij = S

0
ij klσkl ( 6.6.4)

  设基质材料的弹性模量为 E , 泊松比为 ν, 则基质的柔度张量

表示为

S
0
ij kl =

1
E

1 + ν
2

(δikδj l + δilδj k ) - νδijδkl ( 6.6.5)

  由所有微裂纹引起的应变ε�
i
ij由下式得到

ε�
i
ij = ∑

N
c

k= 1

ε�
i (α)
ij ( 6.6.6)

其中 N c 为代表性体积单元中的微裂纹总数, ε�
i (α)
ij 为第 α个微裂纹

引起的应变

ε�
i (α)
ij =

1
V∫ S
α

1
2

( binj + bjni)
(α)

dS ( 6.6.7)
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式中 bi= [ ui]为微裂纹面上的位移不连续矢量, ni 为微裂纹的法

向单位矢量分量, Sα是第 α个微裂纹的表面积。

现在考察在远处承受均匀载荷的各向同性体中的一个半径为

a 的币状微裂纹。建立整体坐标系( Ox 1 x 2x 3 )和对应的局部坐标系

( Ox
′
1 x
′
2x
′
3 ) ,如图 6.22 所示, 其中 x

′
2 轴平行于微裂纹法向矢量 n,

x
′
3 轴与 x1 , x 3 轴在同一平面内。于是微裂纹的取向可以用一对角

参数 (θ, φ)表示,θ和 φ的取值范围分别为 0≤θ≤
π
2
和 0≤φ≤2π。

两个坐标系的基矢量转换关系为

e
′
i = g

′
ij e j ,   ei = g ij e

′
j ( 6.6.8)

式中坐标转换矩阵 g
′
ij及其逆矩阵 g ij = ( g

′
ij )

- 1
= ( g

′
ij )

T
为

g′ij = ( g ij ) T =

cosθcosφ s inθ - cosθs inφ

- sinθcosφ cosθ sinθsinφ

sinφ 0 cosφ

( 6.6.9)

其中(  ) T 表示矩阵的转置。

图 6.22 整体坐标系和局部坐标系
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对于张开的币状微裂纹,位移不连续矢量为

bi = ( a 2 - r 2 ) 1/ 2 B′ljσ′2j g′li ( 6.6.10)

式中 r 为裂纹面上一点到裂纹中心的距离, B
′
l j为微裂纹的张开位

移张量, 它依赖于材料的柔度张量。由于不考虑微裂纹的相互作

用, B
′
lj仅依赖于基质的各向同性柔度张量,其非零的元素有

B
′
11 = B

′
3 3 =

16( 1 - ν2 )
( 2 - ν)πE

,   B
′
22 =

8( 1 - ν2 )
πE

( 6.6.11)

  局部坐标系中的应力 σ
′
ij与整体坐标系中的应力 σij的转换关

系为

σ
′
ij = g

′
ik g
′
j lσkl ( 6.6.12)

如果垂直于微裂纹表面的应力分量 σ
′
2 2为压应力, 则暂且假设微裂

纹面之间由于摩擦力的作用而不发生相对滑移, 关于闭合裂纹及

其对柔度张量的影响见有关文献。于是微裂纹的位移不连续矢量

为

bi = ( a
2

- r
2
)

1/ 2
B
′
j sg
′
j ig
′
2k g
′
slσ
′
kl〈σ
′
22〉 ( 6.6.13)

式中角括号定义如下

〈x〉=
1   当 x ≥ 0

0   当 x < 0

  将式( 6.6.13)代入式( 6.6.7) , 得

ε�i( α)ij = S�i(α)ij kl ( a , θ, φ,σij )σkl ( 6.6.14)

式中 S�
i (α)
ij kl为第 α个半径为 a , 取向为 (θ, φ)的微裂纹引起的非弹性

柔度张量,以下简记为 S�
i
ij kl ,其表达式为

S�
i
ij k l( a , θ, φ,σij ) =

πa
3

3V
B
′
mng
′
2kg
′
nl ( g
′
min j + g

′
mjni)〈σstg

′
2sg
′
2t〉

( 6.6.15)

6.6.2 三轴拉伸情况下的微裂纹扩展区

在实际的脆性材料中,存在大量的晶间裂纹和穿晶裂纹, 由于
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材料细观结构的复杂性、微裂纹相互作用的影响以及损伤材料的

各向异性性质, 要严格得到微裂纹扩展准则的一般表达式是不可

能的。为了方便起见, 假设所有微裂纹都处于各向同性的弹性基质

中,忽略微裂纹的相互作用对微裂纹扩展准则的影响, 并且假设当

沿微裂纹边缘的平均能量释放率达到某一临界值时,微裂纹将发

生自相似扩展,即微裂纹在原来的平面内扩展, 且保持圆形。此时,

可以选取如下的微裂纹扩展准则

K
′
Ⅰ

K ⅠC

2

+
K
′
Ⅱ

K ⅡC

2

= 1 ( 6.6.16)

式中 K
′
Ⅰ和 K

′
Ⅱ、K ⅠC和 K ⅡC分别为Ⅰ型和Ⅱ型应力强度因子及其

临界值, K
′
Ⅰ和 K

′
Ⅱ的定义为

K
′
Ⅰ = 2

a
π
σ
′
22 ,   K

′
Ⅱ =

4
2 - ν

a
π

(σ
′
2 1 )

2
+ (σ

′
2 3 )

2 1/ 2

( 6.6.17)

  设在初始未加载状态,所有微裂纹都具有相同的统计平均半

径 a 0。一旦某一取向为(θ, φ)的微裂纹满足了扩展准则( 6.6.17) ,

它将迅速发生扩展, 直到被具有更高强度的能障(如晶界等)所束

缚而停止扩展。设所有发生扩展的微裂纹的统计平均半径为 a u ,

它与材料的细观结构(如晶粒大小)有关。在外加应力 σij作用下,

微裂纹的扩展仅与局部坐标系中的以下三个应力分量有关

σ′21 = g′2ig′1 jσij  σ′22 = g′2αg′2βσαβ σ′2 3 = g′2αg′3βσαβ   ( 6.6.18)

  将式( 6.6.18)和( 6.6.17)代入( 6.6.16) ,得到如下的方程

K ⅡC

K ⅠC

2

g′2k g′2s +
2

2 - ν

2

g
′
1k g
′
1s + g

′
3kg
′
3s g

′
2lg
′
2tσklσst

=
π

4a 0
K

2
Ⅱ C ( 6.6.19)

这就是在单调比例加载情况下三维应力状态 σij所对应的微裂纹
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扩展区的边界应满足的条件。在取向空间(θ, φ)中, 这一边界所包

围的区域是所有发生扩展的微裂纹的取向范围, 定义为微裂纹扩

展区, 它由取向空间中的一个区域或多个区域之并集构成。换言

之, 如果一个微裂纹的取向 (θ, φ)位于微裂纹扩展区内,则该微裂

纹已经扩展,具有统计平均半径 au。

对于一般的三轴应力状态, 所对应的微裂纹扩展区的求解方法

可见有关文献
[ 6.30 ]
。这里为叙述简单起见,假设三个主应力σ1 ,σ2 和

σ3 的方向与 x 1 , x 2 和 x 3 的方向相同,此时, 方程( 6.6.19)变成

A1 cos 4φ+ A 2cos 2φ+ A3 = 0 ( 6.6.20)

式中

 A 1 = sin
4
θ(σ1 - σ3 ) 2 KⅡ C

KⅠ C

2

-
2

2- ν

2

 A 2 = cs in
2
θ(σ1 - σ3 ) 2 cos2θσ2 + sin2θσ3

K ⅡC

K ⅠC

2

×
2

2- ν

2

σ1 - cos
2
θσ2 + cos2θσ3

 A 3 = c( cos
2
θσ2 + sin

2
θσ3 ) 2 KⅡ C

KⅠ C

2

+ sin
2
θcos

2
θ(σ2 + σ3 ) 2 2

2- ν

2

-
π

4a 0
K

2
ⅡC ( 6.6.21)

由方程( 6.6.20) , 容易求得在三维应力 σij的作用下主应力坐

标系中的微裂纹扩展区Ω(θ, φ, σij ) , 并表示为

Ω(θ, φ, σij ) = 0≤ θ≤
π
2

,φ3 (θ,σij ) ≤φ≤ φ4 (θ, σij )

( 6.6.22)

式中φ3 (θ, σij )和 φ4 (θ,σij )表示 θ和σij的两个函数。随着应力的不

断增大, 越来越多的微裂纹发生扩展, 半径从 a 0 变为 a u 并为能障

所束缚而停止扩展。当应力增大到一定程度时, 被束缚的微裂纹可

以再次发生扩展(见后文)。
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6.6.3 复杂加载下微裂纹扩展区的演化

复杂加载路径下脆性材料的损伤演化问题是损伤力学中一直

难以解决的问题。举一简单例子, 首先将试件单向拉伸进入非线性

强化阶段,然后将拉伸方向(或试件)偏转一个角度, 但应力的幅值

仍保持不变。在这一偏转过程中,会有新的微裂纹发生扩展, 同时

还有一些微裂纹发生卸载。对这样的一个简单问题, 要较好地描述

微裂纹损伤的演化过程, 对以往的很多脆性损伤模型来讲都是很

困难的。无论是标量、矢量还是张量形式的损伤描述方法, 都很难

处理这样的复杂加载路径问题。如果采用微裂纹扩展区的概念来

描述损伤,则能用集合的运算方法比较方便地描述复杂加载过程

中损伤的演化。

在 Taylor 模型的假设下, 忽略微裂纹之间的相互作用, 微裂

纹的扩展准则不受加载历史的影响。因此, 可以将复杂加载路径中

的各个应力状态依次代入前面的公式( 6.6.20) , 得到各个应力状

态下的微裂纹扩展区,并取其并集, 即为复杂加载路径下的微裂纹

扩展区。

为了说明微裂纹扩展区的演化, 设在 t 时刻的微裂纹扩展区

可以表示为

Ω( t) = 0 ≤θ≤
π
2

, φ
-

(θ, t) ≤ φ≤φ
+

(θ, t)    ( 6.6.23)

从时刻 t 到 t+ Δt, 应力从σij ( t)变成σij ( t+ Δt) = σij ( t) + Δσij , 按照

上面的方法求得应力σij ( t+ Δt)对应的微裂纹扩展区并表示为

Ω(σij + Δσij ) = 0≤θ≤
π
2

,φ3 (θ, σij + Δσij )≤φ≤φ4 (θ,σij + Δσij )

( 6.6.24)

于是在 t+ Δt时刻的微裂纹扩展区为
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Ω( t + Δt) = Ω( t) ∪ Ω(σij + Δσij ) ( 6.6.25)

6.6.4 脆性损伤材料的本构关系

材料中微裂纹的取向和尺寸可以看作是随机变量,并用概率

密度分布函数 p ( a ,θ,φ)表示。对不同的材料和微裂纹分布,概率

密度函数 p ( a , θ,φ)可以有不同的形式,但均需满足如下的归一化

条件

∫
a

max

a
min
∫
π/ 2

0
∫

2π

0
p ( a , θ, φ) sinθdφdθda = 1 ( 6.6.26)

式中 a min和 am a x为材料中微裂纹的最小半径和最大半径。在本章

中,微裂纹的尺寸只取两个值, 即 a mi n = a0 , am a x = au。

在特定情况下,如果微裂纹在取向空间中均匀分布, 则概率密

度函数 p ( a ,θ,φ)表示为

p ( a, θ,φ) =
1

2π
( 6.6.27)

  无论加载路径如何,只要材料损伤的微裂纹扩展区已经确定,

则材料的损伤本构关系可由下式得到

εij = S ij klσkl ( 6.6.28)

式中总体有效柔度张量 S ij k l包括两部分

S ij kl = S
0
ij kl + S

i
ij k l ( 6.6.29)

其中所有微裂纹引起的非弹性柔度张量为

S
i
ij kl = S

0
ij kl +∫

π/ 2

0
∫

2π

0
N cp ( a ,θ, φ) S�

i
ij kl( a0 , θ,φ,σij ) s inθdφdθ

+ �
Ω( t)  

N cp ( a ,θ,φ) [ S�
i
ij kl ( au ,θ,φ,σij )

- S�
i
ij kl ( a 0 ,θ,φ,σij ) ] sinθdφdθ ( 6.6.30)

式中代表性体积单元中的微裂纹总数 N c = n cV, nc 为单位体积中

的微裂纹数目。以下不妨设代表性体积单元的体积 V = 1, 则式
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( 6.6.30)和( 6.6.15)改写为

S
i
ij kl = S

0
ij kl +∫

π/ 2

0∫
2π

0
n cp ( a , θ, φ) S�

i
ij kl ( a 0 ,θ,φ, σij ) sinθdφdθ

+ �
Ω( t )  

ncp ( a ,θ, φ) [ S�
i
ij kl ( a u , θ, φ, σij )

- S�
i
ij kl( a 0 , θ, φ, σij ) ] sinθdφdθ ( 6.6.31)

S�iij kl ( a ,θ, φ, σij ) =
1
3
πa 3 B′mng′2k g′nl g′min j + g′mjni〈σstg′2sg′2t〉

( 6.6.32)

6.6.5 准脆性材料本构关系的四个阶段及细观损伤机制

一些脆性材料如岩石、混凝土等的应力应变关系往往包括线

弹性、非线性强化、应变软化等阶段, 即在外加载荷达到承载极限

之前材料会发生一定程度的应变强化, 这一点与某些高强度金属

材料的本构行为类似,但当外加载荷达到承载极限之后, 材料将发

生不同程度的应力突然跌落和应变软化现象, 材料的承载能力随

变形的增加而减小, 这样的脆性材料常被称为准脆性材料。如图

6.23 所示为准脆性材料在应变加载条件下得到的一条典型的拉

伸应力应变曲线 [ 6. 38]。将该曲线分成四个阶段, 即线弹性阶段

( OA )、非线性强化阶段( A B)、应力跌落阶段( BC)和应变软化阶

段( CD )。从细观损伤力学的角度来看,准脆性材料变形的上述几

个阶段分别对应于微裂纹的弹性变形、稳定扩展、失稳扩展和汇合

等细观机制。以下以单向拉伸为例分别讨论这四个阶段的细观损

伤机制。

( 1) 线弹性阶段( OA)  当拉伸应力 σ小于临界拉伸应力 σc

时, 材料内部没有损伤演化, 所有微裂纹都只发生弹性变形, 不发

生扩展。
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图 6.23 准脆性材料单拉的应力应变曲线 [6.38]

( 2) 非线性强化阶段( AB)  当拉伸应力 σ超过 σc 但低于材

料的最大承载应力 σcc时, 材料内发生连续的分布损伤, 随着应力

的增大, 越来越多的微裂纹发生稳定扩展,半径由 a0 增大为 au 并

为具有比界面更高强度的能障所束缚而停止扩展。微裂纹扩展区

不断增大,微裂纹对材料有效柔度张量的贡献也随之增大, 于是应

力应变关系表现出非线性和各向异性性质。

( 3) 应力跌落阶段( BC)  当应力达到最大承载应力 σc c后, 某

些取向上的微裂纹将穿越晶界的束缚发生二次扩展。类似于式

( 6.6.16) ,微裂纹二次扩展的准则表示为

K ′Ⅰ
KⅠ CC

2

+
K ′Ⅱ

K ⅡCC

2

= 1 ( 6.6.33)

式中K ⅠCC和 KⅡ CC分别为基质材料的Ⅰ型和Ⅱ型临界应力强度因子。

一旦准则( 6.6.33)在某取向上得到了满足, 该取向上的微裂

纹将穿越晶界在基质材料中继续扩展, 并发生从连续损伤到损伤
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局部化的过渡,材料的承载能力开始下降。为方便起见, 记

G�=
K ′Ⅰ

K ⅠCC

2

+
K′Ⅱ

K ⅡC C

2

( 6.6.34)

并把 G�称为无量纲的能量释放率。由式( 6.6.17)可知 G�正比于应

力σ的平方和微裂纹半径 a ,即 G�∝σ
2
a。在不增加应变的情况下,

随着微裂纹的二次扩展, 一方面微裂纹尺寸增大, G�也随之增大,

导致这些微裂纹的继续扩展;另一方面, 应力水平的下降导致 G�

下降。对于没有发生二次扩展的微裂纹, a = a 0 或 a = au 保持不变,

但应力的下降使得这些微裂纹发生弹性卸载变形。因此, 在应力跌

落的过程中,只有个别取向上的微裂纹发生二次扩展, 而其它大多

数的微裂纹只经历着弹性卸载变形,这意味着损伤局部化的发生。

同时,由于应力跌落时应变保持不变, 原来由所有微裂纹共同承担

的非弹性应变,逐渐集中到由发生二次扩展的少数微裂纹承担, 这

意味着应变局部化的发生。因此, 应力跌落是由连续损伤和均匀应

变向损伤局部化和应变局部化过渡的宏观表现, 而其本质原因是

微裂纹的二次失稳扩展。

在保持应变不变的条件下,随着应力水平的下降, 当微裂纹体

达到某一最低的能量状态时,微裂纹停止扩展, 细观结构达到暂时

的稳定状态, 对应于应力应变曲线中的 C 点。在该状态应满足两

方面的条件,其一是微裂纹二次扩展的等式( 6.6.33)成立, 其二是

基体与所有微裂纹 (包括未扩展的、发生一次扩展和二次扩展的)

对应变的贡献之和等于外加宏观应变, 由这两方面的条件可以确

定 C 点的位置即应力跌落的幅度。

( 4) 应变软化阶段( CD )  继续增大宏观应变时, 已发生二次

扩展的部分微裂纹继续扩展,而其它的微裂纹继续发生弹性卸载,

即损伤和应变局部化进一步加剧,随之应力水平下降。因此, 应变

软化阶段是微裂纹损伤局部化的继续,也是宏观裂纹萌生的开始。
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6.6.6 三轴拉伸情况下的软化分析

微裂纹二次扩展的准则为式( 6.6.33) ,其中Ⅰ型和Ⅱ型应力

强度因子 K
′
Ⅰ和 K

′
Ⅱ同式 ( 6.6.17) , 而临界应力强度因子 KⅠ CC和

K ⅡC C表征着基质材料抵抗微裂纹扩展的能力, 认为是微裂纹半径

的变化Δa 的函数。为方便起见,本文假设 KⅠ CC和 KⅡ CC均为材料

常数。关于 KⅠ CC和 K ⅡCC对 Δa 的依赖关系对材料软化行为的影响

可参见文[ 6.30, 6.34]。

设材料承受的三轴拉伸应力状态为 σ11 = σ1 , σ22 = σ2 , σ33 = σ3 ,

其它σij = 0,且设 σ2 为最大拉伸主应力。

首先确定发生二次扩展的微裂纹的取向。将此应力状态代入

式( 6.6.34) ,得到

G�=
4a u

πK 2
Ⅰ CC
σ1s in2θcos 2φ+ σ2 cos2θ+ σ3 sin2θsin2φ

2

+
4a u sin

2
θ

πK 2
Ⅱ CC

2
2 - ν

2

cos
2
θ(σ2 - σ1 cos

2
φ- σ3 sin

2
φ)

2

+ sin
2
φcos

2
φ(σ1 - σ3 )

2
( 6.6.35)

将上式对θ求导,可以证明只要满足 KⅠ CC≤
2- ν

2
KⅡ CC ,当 θ= 0时

对于任意的 φ值都有
�G�

�θ
= 0,
� 2 G�

�θ2
≤0, 因此 G�在 θ= 0 的方向上取

最大值

G�m ax =
4auσ22
πK 2
ⅠC C

( 6.6.36)

因此在三轴拉伸情况下, 垂直于最大主应力 σ2 的微裂纹将首先发

生二次扩展,材料的最终断裂面也垂直于最大拉伸主应力的方向。

由 G�m a x = 1得到发生应力突然跌落的条件为最大拉伸主应力达到
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σ2 = σcc =
K ⅠCC

2
π
au

( 6.6.37)

表明由连续分布损伤向损伤局部化的过渡点只与最大主应力有

关。

下面给出各个阶段的本构关系。在比例加载条件下, 当最大拉

伸主应力σ2 < σc 时,材料的本构关系是线弹性和各向同性的, 有

εij = ( S
0
ij kl + S

il
ij kl )σkl ( 6.6.38)

式中微裂纹对柔度张量的贡献为

S
i 1
ij kl =∫

2π

0
∫
π/ 2

0
ncp ( a , θ, φ) S�

i
ij kl ( a 0 ,θ,φ,σij ) s inθdθdφ

( 6.6.39)

  当 σc≤σ2 < σcc时,应力应变关系是各向异性的, 表示为

εij = ( S 0
ij k l + S i1

ij kl + S i2
ij kl)σkl ( 6.6.40)

式中

S i1
ij kl =∫

2π

0
∫
π/ 2

0
n cp ( a ,θ,φ) S�iij kl ( a 0 , θ, φ, σij ) sinθdθdφ

-∫∫
Ω 

ncp ( a ,θ, φ) S�iij kl( a0 , θ,φ,σij ) s inθdθdφ   ( 6.6.41)

S
i2
ij kl =∫∫

Ω 

n cp ( a , θ, φ) S�
i
ij kl ( a u ,θ,φ, σij ) sinθdθdφ   ( 6.6.42)

  当最大拉伸主应力σ2 达到 σcc后,立即发生应力跌落。重直于

拉伸方向的微裂纹将发生二次失稳扩展, 而其它大部分微裂纹将

发生弹性卸载变形,即材料发生损伤局部化。由于微裂纹的取向和

尺寸分布可以用概率密度函数 p ( a , θ,φ)表示, 单位体积内满足 θ

= 0 的微裂纹统计平均数目为零, 因此这里认为在一个微小的取

向范围 0≤θ≤θcc内的所有微裂纹发生二次扩展。设单位体积内的

所有微裂纹数为 n c, 则发生二次扩展的微裂纹数目密度为
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n cc =∫
2π

0
∫
θc c

0
n cp ( a , θ, φ) sinθdθdφ ( 6.6.43)

  由 σ2 = σc c以及比例加载条件, 可以从式( 6.6.40)求得应力跌

落前的应变张量εc cij。在应力跌落过程中的应力和应变变化路径与

加载模型相关。例如,对于应力控制加载的情况, 微裂纹将一直扩

展下去,直到材料的宏观破坏, 因此拉伸过程中观察不到应变软化

阶段。这里假设控制最大主应变 ε2 2 ,使之缓慢增大, 同时应力张量

的各个分量之间保持固定的比例变化。这样经过一定幅值的应力

跌落后, 材料将达到暂时的稳定状态, 应力停止跌落, 材料进入拉

伸软化阶段。在软化阶段的每一时刻,应满足两方面的关系式, 其

一是微裂纹的二次扩展准则即式( 6.6.33) , 由此得到二次扩展的

微裂纹半径 a s 与应力张量 σij的关系,为

as =
πK 2
ⅠC C

4σ22
( 6.6.44)

其二是基质和所有微裂纹的应变的总和与外加应变相等, 由此得

到软化阶段的本构关系

εij = ( S
0
ij kl + S

i1
ij kl + S

i2
ij kl + S

i 3
ij kl )σkl ( 6.6.45)

可见,在材料的应变软化阶段, 有效柔度张量由以下四部分组成:

( 1) 基质材料的弹性变形对柔度张量的贡献 S
0
ij kl , 由式

( 6.6.5)表示。

( 2) 没有发生扩展的微裂纹对柔度张量的贡献 S
i1
ij kl由式

( 6.6.41)表示。

( 3) 发生一次扩展的微裂纹对柔度张量的贡献为

S i 2
ij kl =∫∫

Ω 

n cp ( a ,θ,φ) S�iij kl( a u , θ, φ,σij ) s inθdθdφ

-∫
2π

0∫
θ

cc

0
n cp ( a , θ, φ) S�ij kl ( au ,θ,φ, σij ) sinθdθdφ

( 6.6.46)
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  ( 4) 发生二次扩展的微裂纹对柔度张量的贡献为

S i 3
ij kl =∫

2π

0
∫
θ

cc

0
n cp ( a , θ, φ) S�iij kl ( a s ,θ, φ, σij ) sinθdθdφ

( 6.6.47)

  由式( 6.6.36)以及 ε22 = εcc 22 , 可以得到应力突然跌落阶段和

应变软化阶段的交点以及应力跌落的幅值。于是就得到了三维比

例拉伸情况下脆性材料的完整的应力应变关系。

6.6.7 单向拉伸的算例

这里应用微裂纹扩展区模型模拟混凝土试件受单向拉伸时的

本构响应,在复杂加载等情况下的算例可参见文献[ 6.30]。将单拉

应力状态 (σ2 2 = σ> 0, σ1 = σ3 = 0)代入方程 ( 6.6.20) , 求得开始发

生微裂纹扩展的临界应力为

σc =
π

4a0
K ⅠC ( 6.6.48)

即当 σ< σc 时材料处于线弹性无损阶段, 当 σ≥σc 时, 开始有微裂

纹发生扩展, 材料进入非线性损伤阶段, 对应的微裂纹扩展区

Ω1 (σ)为

Ω1 (σ) = {0≤ θ≤θma x (σ) , 0≤ φ≤ 2π} ( 6.6.49)

如图 6.24所示, 其中函数θma x (σ)由下式得到

tg
2
θma x (σ) =

B 2 - B
2
2 - 4B 1 B 3

2B 1
,   (σ≥σc )

( 6.6.50)

式中 B 1 , B 2 和 B 3 为应力 σ和材料参数的函数

B 1 = -
π

4a 0
K

2
ⅡC ,   B2 =

π
2a0

K
2
Ⅱ C -

2σ
2 - ν

2

B 3 = K 2
ⅡC
σ

K ⅠC

2

-
π

4a 0
( 6.6.51)
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图 6.24 单向拉伸时的微裂纹扩展区

式 ( 6.6.49)表明在单拉应力 σ作用下, 所有满足 θ≤θma x (σ)的微

裂纹都发生了扩展,具有统计平均半径 au。随着应力σ的增大, 微

裂纹扩展区Ω(σ)及其对柔度张量的影响也随之增大。当应力达到

σcc时, 微裂纹开始发生二次扩展,σc c的表达式为

σcc =
π

4au
K ⅠC C ( 6.6.52)

  当 σ≥σc c时, 垂直于拉伸方向的微裂纹将首先穿越晶界,在基

质材料中失稳扩展,引起材料内部损伤和变形的局部化。在宏观上

这一局部化的过程表现为应力跌落和应变软化,此时, 微裂纹扩展

区保持为下式不变

Ω(σcc ) = {0 ≤θ≤θma x c,  0 ≤φ≤ 2π} ( 6.6.53)

式中

θm a xc = θm ax (σc c) ( 6.6.54)

  这里假设所有微裂纹在取向空间中均匀分布, 即概率密度分

布函数 p ( a ,θ,φ) =
1

2π
。利用前面的公式,得到在单向拉伸情况下
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微裂纹损伤的脆性材料的应力应变关系为

ε=

F 0σ      (线弹性阶段 0≤σ< σc)

[ F 0 + F 2 (θm a x ) ]σ (非线性强化阶段 σc≤σ< σc c)

εcc       (应力突然跌落阶段 σs c< σ≤σc c)

F 0 + F 2 (θma x c) + ( 1- cosθ)
15ρ( 2- ν)

E
πK 2
ⅠC C

4a 0σ
2

3

- γ σ

        (应变软化阶段 0< σ≤σsc)

( 6.6.55)

图 6.25 准脆性材料的理论单拉应力应变曲线

式中

F 0 =
1
E

+
ρ
E

( 10 - 3ν)

F 2 (θma x ) =
ργ
E

10 - 3ν- 10cos
3
θma x + 3νcos

5
θm a x

ρ=
16( 1 - ν2 ) n ca 3

0

45( 2 - ν)
,   γ=

a u

a 0

3

- 1 ( 6.6.56)

由式( 6.6.55)得到的一条完整的单拉应力应变曲线如图 6.25, 其

中采用的材料参数为K ⅠC = 0.08MN / m
3/ 2

, KⅡ C = 0.16MN/ m
3/ 2

,
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a 0 = 0.26cm , a u = 0.47cm, E = 31700MPa , ν= 0.3, n c = 1.8× 10
6
/

m
3 和θcc = 0.08rad。可见, 由微裂纹扩展区模型得到的应力应变曲

线与 T errien
[ 6.3 8]
的实验曲线(图 6.23)是很相似的。

6.6.8 小结

本节介绍了脆性材料微裂纹损伤的一套细观力学模型, 它以

微裂纹扩展区的概念描述损伤,能够预测脆性材料在三轴拉伸、三

轴压缩以及复杂加载路径下从开始加载到发生宏观破坏以前的各

个阶段的细观损伤和本构关系,称之为微裂纹扩展区损伤模型。其

主要特点如下:

( 1) 区别于以往损伤理论中用标量、矢量和张量形式的内变

量描述损伤的方法,该模型用微裂纹扩展区的概念描述脆性材料

的微裂纹损伤状态,它以集合的形式出现,因此可以借助于并集、

交集的运算方法处理损伤的演化问题, 从而可以比较方便地解决

任意复杂加载路径下各向异性的损伤演化和本构关系问题。

( 2) 材料中大量弥散的微裂纹可以用概率密度函数来表示,

每一个币状微裂纹承受复合型的应力场作用, 建议用微裂纹前缘

平均的无量纲能量释放率作为微裂纹扩展准则。并据此建立了三

维应力状态对应的微裂纹扩展区的计算公式, 这是处理复杂加载

路径问题的基础。

( 3) 在拉伸情况下, 微裂纹的自相似扩展是主要的损伤机制。

而在压缩情况下, 损伤机制则复杂得多, 包括微裂纹的闭合、摩擦

滑移、自相似的Ⅱ型扩展和弯折扩展, 本节只讨论了拉伸的情况。

文献[ 6.39]研究了在压缩情况下微裂纹的各种损伤机制及其对材

料有效柔度张量的影响,并重点分析了微裂纹的弯折扩展, 它是脆

性材料轴向劈裂的主要原因。

( 4) 脆性材料的本构关系包括线弹性、非线性强化、应力跌落

和应变软化四个阶段, 该模型分析了各个阶段的细观损伤机制和
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本构关系。指出应力跌落和应变软化是分布损伤向损伤局部化的

过渡引起的, 而微裂纹的失稳扩展是损伤局部化和应变局部化的

根本原因。将损伤局部化引入材料的损伤本构关系是和以往损伤

模型的又一个重要差别。

( 5) 实验发现, 即使对于脆性很好的材料, 如果发生了微裂纹

损伤, 在卸载后也会存在不同程度的各向异性残余变形。文献

[ 6.39]在微裂纹扩展区模型基础上,进一步研究了准脆性材料中

损伤诱发的残余变形的细观力学机理。认为脆性和准脆性材料中

残余变形的产生主要有两方面的原因, 其一是微裂纹的扩展释放

了材料内部的部分残余应力,其二是微裂纹尖端的细观塑性变形。

通过细观力学分析,将这些细观机制的影响引入了本构关系中去。

( 6) 在材料发生应力跌落和应变软化的过程中, 实际材料的

行为有较大的分散性,这与材料细观结构的不均匀性直接相关。本

节通过比较简单的数学分析揭示了材料破坏过程中细观损伤机制

的变化以及影响材料本构行为的主要因素, 所得到的本构关系代

表材料在一定简化情况下的统计平均性质, 没有体现实际材料在

软化过程中的分散性和尺寸效应。

本节采用了等效弹性介质的方法, 并忽略了微裂纹的相互作

用以及各种微裂纹损伤机制之间的相互作用,实际上, 在微裂纹扩

展区的基础上利用自洽方法引入微裂纹的相互作用并不存在理论

上的困难,只是使计算变得比较复杂。

6. 7 各向同性弹性的双标量损伤模型

作为损伤力学中互为补充的两个重要方面, 连续损伤力学和

细观损伤力学的恰当结合将是描述材料从微缺陷演变到宏观性能

劣化直至最终破坏全过程的有效方法。因此, 作者认为发展基于细

观损伤力学的连续损伤模型(称之为准唯象损伤模型)将是今后损
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伤力学发展的主要方向之一。但是,就目前的发展状况而言, 连续

损伤力学和细观损伤力学的发展还是相对比较独立的, 它们之间

的有机结合尚未真正实现,其主要原因是从细观损伤力学的分析

到唯象模型的过渡仍缺乏有效的方法和系统的研究工作。建立准

唯象损伤模型的关键问题之一是损伤状态的描述, 这个基本问题

还没有能完善解决。在以往大多数的连续损伤理论中, 各向同性损

伤用一个标量损伤变量描述,各向异性损伤用矢量、二阶张量或四

阶张量形式的损伤变量描述;而在细观损伤力学中, 损伤状态往往

用微缺陷的几何特征参数(如微裂纹密度、孔隙率)来描述, 这两种

描述之间的关联尚不清楚。Zheng
[ 6. 40] , Zheng 和 Betten

[ 6. 41 ]用张量

表示理论给出了二维弹性损伤的一般描述, 首次在损伤模型中引

入损伤材料常数,提出了一种新的宏细观相结合的研究途径。沈

为 [ 6. 47] , 高蕴昕, 郑泉水和余寿文 [ 6. 42]对最简单的各向同性弹性损

伤情况进行了研究,建立了一种用两个损伤变量描述的各向同性

弹性损伤模型,本节对此模型进行介绍。应该指出的是, 这个模型

的工作虽然是很初步的,但是它提供了一种新的思路, 更严格和系

统的工作有待进一步完成。

6.7.1 以往各向同性损伤理论的局限性

以往的连续损伤理论中各向同性损伤是用单个标量损伤变量

D 来描述的。在应变等效假设下,引入有效应力张量σ�代替原无损

伤本构方程中的 Cauch y应力张量 σ,即

σ�=
1

1 - D
σ ( 6.7.1)

得到弹性损伤本构方程

ε=
1

2G
σ�-
ν
E

( trσ�) 1 =
1

2( 1 - D ) G
σ-

ν
( 1 - D) E

( t rσ) 1

( 6.7.2)
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其中, E , G和 ν分别为材料初始无损时的弹性模量、剪切模量和泊

松比, 1为二阶单位张量。

假设初始无损状态的材料是各向同性弹性的, 损伤也是各向

同性的, 此时任一损伤状态的材料宏观力学性能仍然是各向同性

弹性的,并可由损伤后的弹性模量 E�、剪切模量 G�和泊松比ν�完全

描述。故可写出材料的损伤本构关系

ε=
1

2G�
σ-
ν�

E�
( trσ) 1 =

1

2G�
σ- (

1

2G�
-

1

E�
) ( trσ) 1

( 6.7.3)

此时 E
�, G
�和 ν
�不再是材料常数, 而是随着损伤状态的变化而演

化。比较式( 6. 7. 3)和( 6. 7. 2)可得

E�= ( 1 - D ) E , G�= ( 1 - D ) G,ν�= ν ( 6.7.4)

该式表明,在单个标量损伤变量的各向同性弹性损伤理论中, 当材

料发生损伤后, 泊松比 ν
�始终保持不变,且和初始无损状态一样;

而弹性模量和剪切模量 E�, G�是按相同规律演化的。以往各向同性

弹性损伤理论无形中受到上述隐含着的假设的限制,因此所能描

述的只是各向同性弹性损伤的一种简化特例。例如, 损伤演化过程

中泊松比发生变化的材料(如岩土)以及弹性模量和剪切模量演化

规律不相同的材料 (几乎所有的材料都如此) , 均不能包容在上述

以应变等效假设(也包括应力等效假设和余能等效假设)为基础的

损伤模型中。同时, 许多细观损伤力学的结果也与式( 6. 7. 4)不符。

6.7.2 各向同性弹性损伤的双标量损伤模型

在讨论各向同性弹性损伤时, 材料在任一损伤状态均是各向

同性弹性的,材料性能需要用两个独立的材料参量来描述, 不妨取

为损伤状态的弹性模量 E
�和剪切模量 G

�。从唯象的观点看,材料

内部损伤对宏观力学性能的影响,已完全由宏观参量 E�和 G�所描

述。因此,定义损伤变量如下
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D E =
E

E
�- 1, D G =

G

G
�- 1 ( 6.7.5)

该式所定义的损伤变量具有明确的物理意义, 表征了损伤造成的

材料柔度的增加,且其损伤演化方程的实验确定也是可行的, 更重

要的是它们能完全描述各向同性损伤。另一方面, 虽然 D E 和 DG

是由两个独立的变量定义的,但是它们本身是否是独立的, 还依赖

于损伤演化的本质即其细观演化特征。

于是,各向同性弹性损伤材料的本构方程可以表示为式( 6. 7.

3)的形式,其中损伤后的泊松比为

ν
�

=
E
�

2G
�- 1 =

1 + DG

1 + DE
( 1 + ν) - 1 ( 6.7.6)

将式( 6. 7. 5)和( 6. 7. 6)代入 ( 6. 7. 3) , 无须任何等效性假设, 即可

得损伤材料的本构关系为

ε=
1 + D G

2G
σ-

1 + DG

2G
-

1 + DE

E
( t rσ) 1 ( 6.7.7)

其中, 损伤变量 DE 和 DG 随着损伤的发展而演化, 在不同的损伤

状态取不同的值。一般需引入两个损伤演化方程才能保证定解问

题的封闭性。显然, 以往的单标量损伤模型只是这里的双标量损伤

模型的一个特例。

在连续损伤理论中,经常用柔度张量的改变来描述损伤。初始

无损各向同性弹性柔度张量可表示为

C =
1

2G
I -
ν
E

1 í 1 =
1

2G
I -

1
2G

-
1
E

1 í 1   ( 6.7.8)

其中, I 为四阶单位张量,其分量为 I ij kl = (δikδj l + δilδj k ) / 2。材料在

任一损伤状态的柔度张量称为损伤柔度张量, 用 C
�表示, 各向同

性弹性损伤后的柔度张量为

C
�

=
1

2G
�I -
ν
�

E
�1 í 1 =

1 + DG

2G
I -

1 + D G

2G
-

1 + DE

E
1 í 1

( 6.7.9)
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  材料各向同性损伤的这种描述方法, 既适用于三维问题又适

用于二维问题。对于二维平面应力问题, E , G和ν取与三维材料相

同的弹性常数。对于二维平面应变问题,若记三维弹性常数为 E 0 ,

G0 和 ν0 ,则平面应变的弹性常数 E, G和 ν为

E =
E 0

1 - ν20
,   G = G0 ,   ν=

ν0
1 - ν0

( 6.7.10)

6.7.3 宏观和细观损伤模型的连接

宏观损伤状态及其演化由材料的细观结构、缺陷分布和取向

等特征确定。利用现有的细观损伤力学结果, 可以建立宏细观损伤

变量之间的关系,这也正是准唯象损伤模型的主要特点之一。对于

二维随机分布微圆孔洞损伤, 利用文献[ 6. 43]中在非相互作用的

分析基础上, 由 Mori-Tanak a 方法得到的考虑微孔洞相互作用的

细观力学结果,可得到宏观损伤变量 D E 和 DG 与描述细观损伤状

态的孔隙率ρ的关系为

D E =
3ρ

1 - ρ
,   D G =

4ρ
( 1 + ν) ( 1 - ρ)

( 6.7.11)

对于二维随机分布的微裂纹损伤,不考虑微裂纹之间的相互作用,

由文献[ 6. 28]的结果,得到

DE = ρ,   DG =
1

1 + ν
ρ ( 6.7.12)

上面两例表明,通过建立正确的宏观损伤模型, 使宏细观的结合成

为现实不仅是重要的,而且是可能的。

在二维微孔洞损伤时,由( 6. 7. 11)式可以导出

DE

DG
=

3
4

( 1 + ν) ( 6.7.13)

在二维微裂纹损伤时,由( 6. 7. 12)式可以导出

DE

DG
= 1 + ν ( 6.7.14)
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式( 6. 7. 13)和( 6. 7. 14)给出了上述两种有确定细观结构的特殊情

况下的 DE 和 D G 的关系。这两个关系式在损伤演化过程中始终保

持不变, 即D E 和 D G 不是独立演化的。然而, D E 和 D G 的不独立是

有条件的,即只有当材料细观缺陷的损伤特征不变化(如微裂纹仍

演化为微裂纹, 微孔洞仍演化为微孔洞) , 损伤演化只是孔隙率或

微裂纹密度的变化, 细观损伤只由一个变量描述时, D E 和 DG 才

是不独立的。如果细观损伤参数是两个(或多个)独立变量, 则得不

到 D E 和 D G 的关系。因此, D E 和 DG 的独立性是由细观损伤演化

的本质所确定的。

对于 D E 和 D G 不独立的情况, 可引进函数

α=
D E

( 1 + ν) DG
= α(ρ) ( 6.7.15)

引进无量纲损伤参数 α(ρ)的原因是, 对于二维问题, 郑泉水和黄

克智
[ 6. 44]
严格证明了 α(ρ)是与初始弹性模量 E 和泊松比ν无关的

函数, 它更加突出地表征了材料细观缺陷的几何特征 (但是, 对于

三维问题, α仅独立于 E ,而与ν相关)。这时, 将双损伤变量模型简

化为单变量的形式,本构方程( 6. 7. 7)式简化为

ε=
1 + DG

2G
σ-

1 + DG

2G
-

1 + α( 1 + ν) DG

E
( t rσ) 1

( 6.7.16)

由此可以看出, 即使只由一个损伤变量 D G (或 D E )可以描述的损

伤状态,本构方程也不是由等效应变假设导出的形式( 6. 7. 2)。模

型( 6. 7. 16)将表征细观损伤几何特征的量引入到宏观损伤本构方

程中,形成一个宏细观相结合的损伤本构模型。

对α(ρ)关于 ρ作 T aylor 级数展开

D E

( 1 + ν) DG
= α(ρ) = α0 + α1ρ+ α2ρ

2
+ ⋯ ( 6.7.17)

由此引进细观损伤材料常数 α0 , α1 , α2 , ⋯它们描述了材料缺陷的
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细观特征。对于二维随机分布的微裂纹型损伤,由 Ju 和 Chen
[ 6. 45 ]

的细观力学分析结果,得到

α0 = 1,   α1 ≈ 0.013 ( 6.7.18)

式中 α0 = 1 与式 ( 6. 7. 14) 一致。对于二维微圆孔洞损伤, 由式

( 6. 7. 13)知

α0 = 3/ 4 ( 6.7.19)

对于二维随机分布的各种正 n 边形状的孔, 由文献 [ 6. 46]的结果

导出的细观损伤材料常数为

α0 =
h1

h1 + h2
, 当 n = 3 或 n ≥ 5时 ( 6.7.20)

α0 =
3h1 - h2 + h3

2( h1 + h2 + h3 )
,当 n = 4时 ( 6.7.21)

其中 h1 , h2 和 h3 为孔的形状因子, 对应不同形状的孔其取值不

同 [ 6. 46]。

可见, 文献 [ 6. 42]提出的方法提供了一种将细观损伤力学和

连续损伤模型相结合的途径。同时应该指出, 以上的分析只是针对

于理想化的各向同性损伤情况,对于比较复杂的材料细观损伤, 究

竟应由几个独立变量描述以及如何描述,是值得深入研究的问题。
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第7章 损伤力学的应用

和固体力学的其它分支一样, 损伤力学是在工程实践的推动

下发展起来并逐渐完善的;反过来, 损伤力学又在工程实践中得到

广泛应用,推动现代科学技术的进一步发展。一个工程结构的设计

成功与否,往往取决于它所采用材料的力学性能如强度、刚度, 并

综合考虑结构的经济性和可靠性,从而对材料做出最合理的选择。

损伤力学的发展,使我们对材料的宏细观行为有了更深入的了解。

损伤力学在各种各样的工程领域例如核工业、航空航天工业、化学

工业、机械工业、材料和生物科学直至微电子与微机械等领域, 都

有着广泛的应用前景。本章仅就几个侧面说明损伤力学的应用方

法。实际上,损伤力学的应用要比本章的介绍广泛得多。

7.1 蠕变和疲劳问题的寿命预测

7.1.1 蠕变寿命观测和蠕变裂纹扩展

  连续损伤理论,是伴随着蠕变损伤的研究而发展的。最早的连

续损伤理论——K achanov-Rabot nov 损伤理论就是在研究金属材

料的蠕变问题时提出的。损伤力学的一个重要应用便是预计蠕变

结构的寿命以及蠕变裂纹扩展的速率, 以确定存在蠕变的工程材

料与结构物的安全性。如第 3章所述, 分析结构的蠕变问题有三种

方法:一种是全耦合的方法, 即同时考虑蠕变应变与蠕变损伤之间

的相互影响,用有限元模拟的方法同时计算应变场和损伤场, 然后

根据蠕变断裂准则 (如 ω= ωc )预测结构寿命或蠕变裂纹扩展速
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率;第二种方法是全解耦方法, 即首先采用无损伤的应力应变关系

计算应力应变场, 然后代入损伤演化方程,预测结构的寿命, 例如

K achanov
[ 7.1 ]
利用这种方法分析了多种典型构件的蠕变问题;第

三种方法是半解耦方法, 它的计算工作量和精度介于前两种方法

之间。

Riedel
[ 7. 2]
在小范围损伤的条件下, 得到了蠕变裂纹尖端的自

相似解, 关于 Riedel 等人对蠕变裂纹问题的研究, 在节 5.6 中已

经作了介绍,其中得到的蠕变裂纹扩展速率可表示为式( 5.6.76) ,

对此式积分即可得到含裂纹构件的寿命, 其中忽略了小范围损伤

假设的局限性 (无论这将导致多大范围的误差)。H ayhu rst 等

人
[ 7. 3]
曾经用有限元方法计算了蠕变裂纹的问题,他们没有采用小

范围损伤的假设。在其算例中构件的寿命 tf 大于特征时间 t 1 , 但还

不致于大到初始弹性阶段的影响可以完全忽略的程度。因此需要

将小范围损伤的扩展速率即式( 5.6.76)和大范围损伤的结果即式

( 5.6.66)进行内插修正。这种修正可以通过将式( 5.6.66)中的 C
*

用如下公式代替来实现

C
*
→ C
*

( 1 + t1 / t) ( 7.1.1)

这种修正的结果包含了长时间的关系式( 5.6.66)和短时间的关系

式( 5.6.76) ,与有限元结果很接近。

下一个步骤是将经过修正的裂纹扩展速率进行积分。为此, 需

要知道 C
*
与裂纹扩展长度之间的函数关系。在某些材料和载荷情

况下, 裂纹不是沿直线扩展, 而是偏斜一个角度 θ, 这就带来两个

困难,一是在实际的构件中是否发生分叉或者偏折扩展, 二是对于

分叉扩展的裂纹 C
* 的变化关系难以确定。鉴于此, 采取以下步

骤
[ 7. 2]

:如果材料的破坏(例如对于纯铜)是由最大拉伸应力而不是

由等效应力控制的即(κ> 0.5) , 或者实验表明裂纹的扩展是平直

的,则假设裂纹沿直线扩展;如果材料的破坏(例如对于铝)是由等

效应力控制的 (即 κ< 0.5) , 则裂纹将沿着 θ= ±60°的方向扩展,
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此时将沿θ= ±60°扩展的裂纹扩展速率在对称面上的投影作为平

面裂纹的扩展速率,当然, 这是一种相当粗糙的近似模型。

对于平面扩展的裂纹,积分 C
*
表示为

C
*

= a Bσ
n + 1
n et g 1 ( a / W , n) ( 7.1.2)

式中σn et是净截面应力, g 1 是构件尺寸的无量纲函数。

采用分离变量的形式对式( 5.6.66)进行积分, 得到裂纹扩展

尺寸和时间的隐含关系式

F ( a / W ) = Dσ
χ
0 tG( t/ t 1 ) (αcosθ)

χ
n+ 1
n + 1
χ

( 7.1.3)

式中

F ( a / W ) =∫
a

a
0

(σ0 /σne t) χda
( ag 1 ) χ/ ( n + 1 ) ( a - a 0 ) ( n + 1- χ) / ( n+ 1) ( 7.1.4)

G( t/ t 1 ) = ( t1 / t)∫
t / t

1

0
1 +

1
τ

χ/ ( n+ 1)

dτ ( 7.1.5)

式中假设载荷保持常数, σ0 是初始时刻 t= 0的净承载应力, a 0 是

初始时刻的裂纹长度, cosθ表示局部裂纹扩展方向 θ在对称面上

的投影。

图 7.1 给出了无量纲函数 G( t/ t 1 )的关系曲线, 它表示了短时

间弹性行为的效应。如果弹性效应完全忽略,则 G= 1。式( 7.1.3)

右端 Dσ
χ
0t 表示在拉伸应力 σ0 作用下无缺口试件的破坏时间, 即

如果含裂纹试件的破坏时间大于 1/ ( Dσ
χ
0 ) , 则这种材料具有缺口

增强的性质;反之, 材料具有缺口弱化的性质。

图 7.2 给出了平面应变情况下铜和铝的双侧开口拉伸试件

( DECT )和中心裂纹拉伸试件( CCT )的裂纹尺寸随时间的变化曲

线, 关于铜和铝的材料参数见第 5 章表 5.3, 因子 α是按照式

( 5.6.68)的上限计算的, 虚线表示忽略了弹性效应即令 G= 1, 实

线则包含了弹性效应的影响。由图 7.2 可见,对于铜, 弹性修正是

很小的,对于中心裂纹试件, 两种结果相差仅 2% ,而对于铝, 弹性
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图 7.1 裂纹扩展的弹性修正系数 G( t / t1)
[7.2]

图 7.2 DE CT 和 CCT 试件的裂纹尺寸随时间的变化曲线 [7.2]
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效应的影响很明显,导致裂纹更快速地扩展, 使得构件寿命明显下

降。因此,尽管构件的寿命 t f 比特征时间 t1 大很多, 但是弹性效应

仍是明显的。表 7.1 给出了 Riedel 的小范围损伤理论解与

H ayhurst 等的有限元结果
[ 7. 3]及实验结果的比较, 表中寿命 t f 的

下限和上限分别对应于α的上限和下限。可以看出, 对于铜, 理论

解与数值解、实验结果很接近, 而对于铝, 只有寿命的下限比较准

确。

表 7.1 含蠕变裂纹构件的寿命 Dσχ0 tf 及 tf / t1
[ 7.2]

Dσχ0 �tf

Al Cu

CCP DE CP CCP DE CP

实验结果 1 D.0 5 �0 �.99 1 �.18

有限元结果 1 -.07 5 �0 �.98 1 �.17

σ0 ~/ MPa 50 �50 �30 �30 �

( 7.1 [.3)的结果 1 �.03～6 �.7 8 �.4～73 0 �.83～0 �.97 1 ,.04～1 A.22

t f/ t1 �12 ,～75 4 �.6～41 41 �～48 20 �～24

7.1.2 疲劳损伤的寿命分析

在一般的损伤理论中,都采用“时间”作为一个参考变量, 损伤

的累积表示为时间的函数,构件的寿命也用时间表示。具体到循环

加载情况下的疲劳问题,则将载荷的循环次数代替时间, 损伤随着

载荷循环而累积,并用载荷循环次数定义疲劳寿命。疲劳损伤的演

化依赖 于循环的最大载荷 σM、平均载荷 σ�、当时的损伤 ω、温度 T

等,即损伤随载荷循环 N 的演化方程为

δω
δN

= F (σM , σ�,ω, T ,⋯) ( 7.1.6)

式中 F 是一个待定的函数。
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疲劳损伤的宏观定义常用的有两种,其一是用残余寿命定义,

其二是用有效应力定义。我们首先考虑一个两级加载的实验, 先在

Δσ1 的载荷上循环 N 1 次, 然后在第二种载荷 Δσ2 上循环 N 2 次直

到材料破坏, 并且设 N 1 + N 2 = N R , 实验结果表明, 损伤的累积是

非线性的,用残余寿命 N 2 / N F
2
不宜于作为损伤的直接度量。解决

这一问题的一个简单方法是认为损伤演化方程中的载荷及损伤变

量是不可分的,例如
[ 7 .4]

δω
δΝ

= ω
α(σ

M
, σ�) σM - σ�

C(σ�)

β

( 7.1.7)

对此式积分, 并利用初始加载时 ω= 0和 N = N F 时 ω= 1, 得到疲

劳寿命 N F 的表达式

N F =
1

1 - α(σM , σ�)
σM - σ�

C(σ�)

- β

( 7.1.8)

ω的演化是 N / N F 的函数,在上述的二级加载实验, 第二阶段的残

余寿命应为

N 2

N F
2

= 1 -
N 1

N F
1

η

( 7.1.9)

式中

η=
1 - α2
1 - α1

=
1 - α(σM

2
,σ�2 )

1 - α(σM
1
,σ�1 )

( 7.1.10)

  这种用残余寿命定义的损伤能够定性地描述大多数循环加载

下损伤的相对变化,但是并不能唯一确定某一时刻损伤的准确值。

例如, 如图 7.3 所示, 对于 ( a)中所示的损伤演化曲线作一个简单

的变换后,损伤的绝对值变化了, 但是 N 1 / N F
1
和 N 2 / N F

2
都没有变

化。

为了避免这种不确定性,可以采用第二种定义, 即用有效应力

的概念间接地定义损伤。为了将上述两种定义的损伤演化方程形

式统一起来,将式( 7.1.7)中的ω用( 1- ω)代替, 并表示为
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δω
δN

= [ 1 - ( 1 - ω)
β+ 1

]
α( σ

M
, σ
�

) σM - σ�

M(σ�) ( 1 - ω)

β

( 7.1.11)

疲劳寿命表示为

N F =
1

(β+ 1) [ 1 - α(σM ,σ�) ]
σM - σ�

M(σ�)

- β

( 7.1.12)

式中 M(σ�) = C(σ�) (β+ 1) 1/ β。损伤与载荷循环的关系为

ω= 1 - 1 -
N
N F

1
1- α

1
β+ 1

( 7.1.13)

函数α和 M 可选取为如下的形式

α(σM , σ�) = 1 - a〈σM - σ1 (σ�)
σu - σM 〉

σ1 (σ�) = σ1 0 + ( 1 - bσ1 0 )σ�

M(σ�) = M0 ( 1 - bσ�) ( 7.1.14)

式中σ10是零平均应力下的疲劳极限应力。σu 是材料的最大承载应

力。此时,在二级加载情况下, 第二阶段的残余寿命表示为

N 2

N F
2

= 1 -
N 1

N F
1

η

( 7.1.15)

式中

η=
1 - α2
1 - α1

=
[σM2 - σ1 (σ�2 ) ] (σu - σM 1 )
[σM 1 - σ1 (σ�1 ) ] (σ- σM 2 )

( 7.1.16)

图 7.4比较了 IN 100 合金在高温下的实验与式 ( 7.1.15)的理论

曲线,二者相符较好。以上的分析仅仅是针对于恒温下单轴加载的

情况,对于三轴加载等更复杂情况下的疲劳损伤分析, 可参见文献

[ 7.4]。
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图 7.3 用残余寿命定义的疲劳损伤
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图 7.4 二级加载下的疲劳寿命 [7.4]

  下面具体介绍 Lemaitre
[ 7 .4]在热力学框架上给出的疲劳损伤

模型,分低周疲劳和高周疲劳两种情况。

在低周疲劳损伤情况下,材料发生交变的塑性变形, 外加应力

高于材料的屈服应力, 疲劳寿命 N F 一般低于 104。低周疲劳损伤

可以通过弹性模量的变化来定义和测量, 也可以由损伤与循环塑

性的耦合关系导出。按照 Ramberg-Osgood 硬化律并由应变等效

假设,得到

Δεp =
Δσ

K c ( 1 - ω)

M
c

( 7.1.17)

式中Δεp 是加载幅度Δσ下每一循环的塑性变形, M c 和 K c 是材料

参数。如果损伤 ω= 0, 则产生塑性应变幅Δεp 的应力幅为Δσ
* , 即

Δσ
*

= K cΔεp
1 / M

c ( 7.1.18)

则由以上两式得到

ω= 1 -
Δσ
Δσ
* ( 7.1.19)

  按照节 3.2中的热力学框架, 损伤演化方程的一种一般形式

为
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ω
●

=
Y
S 0

p
●

( 1 - ω)
α ( 7.1.20)

式中 Y是广义热力学力, α0 和 S 0 是材料常数, p
●

是等效塑性应变

率。将( 7.1.17)推广到三维比例加载情况,有

Δσeq = ( 1 - ω) K
1
cΔp

1 / M
c ( 7.1.21)

式中 K
1
c = K c2- ( 1 + 1 / M

c
)。广义热力学力 Y的表达式为

Y =
σ

2
e qRν

2E ( 1 - ω) 2 =
Rν
2E

K
1
c ( p - p i)

2/ M
c ( 7.1.22)

式中 p i 是第 i个载荷循环开始时的 p 值,

Rν=
2
3

( 1 + ν) + 3( 1 - 2ν)
σm
σeq

2

( 7.1.23)

  于是损伤演化方程( 7.1.20)又表示为

ω
●

=
Rν

2ES 0
K

1
c ( p - p i)

2 / M
c

p
●

( 1 - ω) α0
( 7.1.24)

或

ω
●

=
Rν( p - p i) γ

Γ
p
●

( 1 - ω) α1
( 7.1.25)

式中Γ= 2E S 0 / K
12

c ,γ= 2/ Mc ,α1 (Δp ) = α0。将上式积分,得到每个

载荷循环内损伤的累积为

δω
δN

=
Rν
Γ(γ+ 1)

Δpγ+ 1

( 1 - ω)
α

1
( 7.1.26)

在周期加载情况下,上式可以导出

ω= 1 - 1 -
N
N F

1
α

1
+ 1

( 7.1.27)

式中疲劳寿命

N F =
Γ(γ+ 1)
α1 + 1

R
- 1
ν Δp

- (γ+ 1)
( 7.1.28)

对于一维对称循环加载,上式简化为

N F =
Γ(γ+ 1)
α1 + 1

( 2Δεp ) - (γ+ 1) ( 7.1.29)
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  在高周疲劳损伤情况下, 应力水平一般低于屈服应力, N F >

105 ,其特点是在宏观上没有明显的塑性变形, 只在细观缺陷周围

的高应力集中区发生细观塑性变形,而且高周疲劳损伤往往先集

中发生在材料的表面,然后向深层扩展。

假设材料承受等应变幅Δε的循环载荷作用, 损伤可以用每个

循环中应力幅的变化来定义

Δσ
1 - ω

= EΔε ( 7.1.30)

  由于宏观塑性变形不存在( p = 0) , 损伤的演化用细观塑性的

等效应变π表示

ω
●

=
Y
S 0

π
( 1 - ω)

α
0

( 7.1.31)

在单轴加载情况下,轴向的细观塑性应变 ep 的表达式为

e
●

p =
©¦σ- σ�©¦

K ( 1 - ω)

β ©¦σ
●

©¦
( 1 - ω)

sgn(σ- σ�) ( 7.1.32)

在三轴情况下,上式推广为

π
●

=
©¦σe q - σ�e q ©¦
K ( 1 - ω)

β σ
●

e q

( 1 - ω)
( 7.1.33)

于是损伤的演化率为

ω
●

=
σ2e q Rν

2E S 0 ( 1 - ω) 2

©¦σe q - σ
●

eq ©¦
K ( 1 - ω)

β ©¦σ
●

eq ©¦
( 1 - ω) α0+ 1

=
σ2eq Rν

B
©¦σeq - σ�eq ©¦β©¦σ

●

e q ©¦
( 1 - ω) α2

( 7.1.34)

式中 B= 2E S 0 K , α2 = α2 (Δσeq ) = α0 + β+ 3。

单周循环内的损伤变化为

δω
δN

=
Rνσ(β+ 3 )

eqM

B(β+ 3) ( 1 - ω)
α

2
( 7.1.35)

式中σe qM = 2σ�eq是一个载荷循环内σe q的最大值。ω与载荷循环次数

的关系为
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ω= 1 - 1 -
N
N F

1
α

2
+ 1

( 7.1.36)

式中

N F =
B(β+ 3)
α2 + 1

R - 1
ν σ- (β+ 3)

eq M

7.1.3 蠕变-疲劳相互作用问题

在高温情况下,疲劳损伤和蠕变损伤之间会发生相互作用, 这

种相互作用的细观机制是很复杂的,这里只简单地从唯象学的角

度描述蠕变和疲劳同时存在时的损伤分析。

蠕变损伤ωc 描述的是晶间缺陷, 其演化方程的一般形式为

dωc
dt

= f c (σ, T ,ωc, ⋯) ( 7.1.37)

而疲劳损伤往往形核于材料的表面缺陷,并逐渐穿过晶界发展, 其

演化方程的一般形式为

δωf
δN

= f F (σM , σ, T , ωf ,⋯) ( 7.1.38)

  在两种损伤同时存在时,上述演化方程改写为

dωc
dt

= f c (σ, T ,ωc, ωf ,⋯) ( 7.1.39)

δωf
δN

= f F (σM ,σ�, T , ωc, ωf ,⋯) ( 7.1.40)

为了简单起见,假设在演化方程中 ωc 和ωf 以和的形式出现, 即

dωc
dt

= f c(σ, T , ωc + ωf, ⋯) ( 7.1.41)

δωf
δN

= f F(σM , σ�, T ,ωc + ωf, ⋯) ( 7.1.42)

因此材料的损伤可以只用一个损伤变量 ω= ωc+ ωf 表示, 其演化

方程为
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dω= dωc + dωf = f c(σ, T , ωc + ωf, ⋯) dt

+ f F (σM , σ�, T , ωc + ωf, ⋯) dN ( 7.1.43)

  如果用蠕变寿命和疲劳寿命分别定义两种损伤,并且认为两

者可以线性相加,则有

dω=
dt

tc (σ, T )
+

dN
N F (Δε, T )

( 7.1.44)

式中 tc (σ, T )是在恒应力 σ和温度 T 下的蠕变寿命, N F 是应变幅

为Δε的循环载荷作用下只发生疲劳损伤时的疲劳寿命。在每一个

载荷循环内的损伤演化为

δω
δN

=∫
Δt

0

dt
t c(σ, T )

+
1

N F (Δε, T )
( 7.1.45)

式中Δt 为载荷循环的周期。于是在蠕变-疲劳交互作用下材料破

坏时的载荷周数为

N R =∫
Δt

0

dt
t c(σ, T )

+
1

N F (Δε, T )

- 1

( 7.1.46)

但是这种损伤线性累积的处理方法对于多数材料都不够准确。

对于大多数的材料,应该采取非线性的累积损伤律, 这可以由

K achanov-Rabot nov 的蠕变损伤律和前面介绍的非线性疲劳损伤

律导出,如

dω=
χ(σ)

A

r

( 1 - ω) - k dt + 1 - ( 1 - ω)
β+ 1 α( σ

M
, σ
�

)

×
σM - σ�

M(σ�) ( 1 - ω)

β

dN ( 7.1.47)

对时间积分,得到每一载荷循环内的损伤累积

δω
δN

= ( 1 - ω) - k∫
Δt

0

χ(σ)
A

r

dt + ( 1 - ( 1 - ω) β+ 1 α(σ
M

, σ�)

×
σM - σ�

M(σ�) ( 1 - ω)

β

( 7.1.48)

式中 Δt 为载荷循环的周期, χ(σ) =〈cσ+ ( 1- c) ©¦σ©¦〉刻画了拉压
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蠕变损伤速率的差异。

将疲劳损伤和蠕变损伤单独存在时的寿命均用载荷循环次数

表示,并分别记为 N F 和 N c, 有

1
N F

= (β+ 1) 1 - α(σM ,σ�)
σM - σ�

M(σ�)

β

1
N c

=∫
Δt

0

dt
tc (χ(σ) , T )

= ( k + 1)∫
Δt

0

χ(σ)
A

r

dt   ( 7.1.49)

则式( 7.1.48)变为

δω
δN

=
( 1 - ω) - k

( k + 1) N c
+

[ 1 - ( 1 - ω) β+ 1 ] α(σM, σ
�

)

(β+ 1) N F [ 1 - α(σM , σ�) ] ( 1 - ω) β

( 7.1.50)

于是疲劳和蠕变损伤同时存在时的寿命 N R 表示为

N R

N F
=∫

1

0

N F

N c

( 1 - ω) - k

k + 1
+

1 - ( 1 - ω) β+ 1 α(σ
M

, σ�)

(β+ 1) [ 1 - α(σM ,σ�) ] ( 1 - ω)
β

- 1

dω

( 7.1.51)

对于 IN 100 材料在 1000℃高温和疲劳载荷作用下的情况, 图 7.5

给出了理论曲线和实验结果,两者相符得较好。

此外, 在 Lemait re 的损伤框架中, 如果假设蠕变和疲劳损伤

是可以相加的,即

dω= dωc + dωf ( 7.1.52)

则将 Lemaitre 给出的蠕变损伤理论及疲劳损伤理论结合,即可以

得到两种损伤共同存在的损伤演化方程,如对于低周疲劳的情况,

有

ω
●

=
σeq

A

r Rν
( 1 - ω)

α
3

+
Rν( p - p i)

γ

Γ
p
●

i

( 1 - ω)
α

1
   ( 7.1.53)

7.1.4 疲劳裂纹扩展的损伤力学方法

疲劳裂纹扩展有着相当复杂的细观机理,如位错的发射、微裂

纹的形核、扩展和连接, 裂纹尖端往往伴随着小范围的塑性变形,

·592·



图 7.5 IN100在 1000℃下的疲劳寿命预测 [ 7.4]

疲劳裂纹扩展的过程实际上是裂纹尖端在高梯度应力和应变作用

下不断损伤的过程,是裂纹尖端塑性区和损伤区演化和运动的过

程。因此,如果用损伤力学的方法看待和处理疲劳裂纹的问题, 则

可以对疲劳裂纹启裂和扩展得到更贴近于物理本质的认识, 发展

和完善现有的疲劳断裂理论, 将现有的疲劳断裂理论与损伤力学

理论结合起来, 传统的疲劳断裂的实验数据和结果可以用于损伤

理论中去;反之亦然。

文献 [ 7.5]中对疲劳裂纹扩展的损伤力学研究是以核反应堆

中压力容器和管道的破前漏( Leak-before-break)分析为重要工程

背景的,因此主要是针对于表面裂纹的疲劳扩展, 重点考虑表面裂

纹疲劳扩展的形状演化、初始贯穿尺寸及其对破前漏结果的影响。

利用标量损伤因子 D 和一种简化的疲劳损伤演化方程,冯西桥等

导出了如下的疲劳裂纹扩展方程
[ 7. 5]
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dL
dN

= Cd (ΔK )
γ

( 7.1.54)

式中

Cd =
r c

2D c

1

C2 2πr c

γ

( 7.1.55)

式中 D c 是损伤临界值, r c 是裂纹尖端的细观损伤特征尺度, C2 和

γ是疲劳损伤演化常数, L 是表面裂纹在某一方向上的尺寸,是空

间坐标的函数。式( 7.1.54)与 Paris 公式有相同的形式, 因此尽管

P aris 公式是经验公式,但是式( 7.1.54)却表明了其物理背景。根

据损伤判据,可以将裂纹的启裂和扩展分为三个阶段来处理, 即启

裂前的损伤演化阶段、单向扩展阶段和双向扩展阶段。其中第三个

阶段, 对于管道中的轴向半椭圆表面裂纹, 其长半轴 a、短半轴 b

的演化方程分别为

da
dN

= Cd (ΔK a )
γ
,

db
dN

= Cd (ΔK b )
γ

( 7.1.56)

式中 ΔK a 和 ΔK b 分别是裂纹长短半轴处的应力强度因子变化幅

值, N 为载荷循环次数。而对于环向椭圆表面裂纹, 其长短半轴的

演化方程表示为

da
dN

= Cd (ΔK a )
γ
,

db
dN

=
da
dN

t anθ+ Cd (ΔK b)
γ

( 7.1.57)

式中θ是裂纹半角。文献[ 7.2]给出了多种情况下表面裂纹疲劳扩

展的损伤分析结果,并应用到实际的反应堆压力容器和管道的分

析和设计中去。

赵军和张行 [ 7. 6]从连续损伤力学的角度对Ⅰ型平面应力下疲

劳裂纹尖端的力学行为进行了比较详细的研究。采用的线弹性损

伤材料本构方程为

σij = S ij kl( 1 - D)εkl = S ij klφεkl ( 7.1.58)

式中 S ij k l是无损刚度张量, φ= 1- D 是连续度, φ的演化方程为
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dφ
dN

=
- c�
σe
φ

m
1
φn- m , 当σe ≥σt hφ

γ

0,     当 σe < σt hφγ
( 7.1.59)

式中 c�, m, n, γ和 σt h是材料常数, σe 是 Mises 等效应力。在文献

[ 7.6]中 γ= 1。如图 7.6所示, 用一个完全损伤的薄带来代替传统

意义的裂纹,图中点的密度表示损伤的程度。作为损伤区的尖端区

域,损伤过程区定义为当前状态损伤正在继续发展的区域。对于小

图 7.6 裂纹的损伤表示

范围损伤假设下的平面应力Ⅰ型裂纹,选取如下的 Airy 应力函数

A = αr
λ+ 2

A
�

(θ) ( 7.1.60)

应力分量与 A iry应力函数的关系为

σrr =
1
r
�A
�r

+
1
r

2
�

2
A
�θ

2 ,  σθθ=
�

2
A
�r

2 ,  σrθ= -
�
�r

1
r
�A
�θ

( 7.1.61)

由此得到

σr r = αr λσ�rr (θ) , σθθ= αrλσ�θθ(θ) , σrθ= αrλσ�rθ(θ)    ( 7.1.62)

式中

σ�rr (θ) = (λ+ 2) A�+ A�″,σ�θθ(θ) = (λ+ 2) (λ+ 1) A�,
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σ�rθ(θ) = - (λ+ 1) A�′ ( 7.1.63)

式中(  )′=
d(  )

dθ
。此时裂纹尖端的平衡方程自然满足。裂纹尖端

附近的损伤场可以由连续度φ表示为如下形式

φ( r ,θ) = βr μφ�(θ) ( 7.1.64)

  利用损伤材料的本构关系得到裂纹尖端的应变场, 并代入平

面应力情况下的协调方程,得到

A�″″- 2E�A��+ ( b1 + G�) A�″- b2 E�A�′+ ( b3 + e1 G�) A�= 0

( 7.1.65)

式中

E�=
φ�′
φ�

,  G�= 2E�2 -
φ�″
φ�

b1 = e1 + c2 - c3ν+ c1 e3 ,  b2 = 2e1 + c1 e3 ,  b3 = c2 e1 + c3e2

c1 = - 2(λ- μ+ 1) ,  c2 = μ- λ,  c3 = (λ- μ) (λ- μ+ 1)

( 7.1.66)

  为了确定过程区,还需要另外一组条件, 可由裂纹尖端损伤演

化的条件得到。一方面, 将式 ( 7.1.61 ) ～ ( 7.1.63 ) 代入式

( 7.1.59) ,得到损伤区内的损伤演化率

dφ
dN

= - c�α
m
β

- n
r

mλ- nμ
σ�

m
eφ

- n
( 7.1.67)

式中σ�e = (σ�
2
r r - σ�r rσ�θθ+ σ�

2
θθ+ 3σ�

2
rθ)

1/ 2
。另一方面,

dφ
dN
还可以表示为

dφ
dN

=
dφ
da

da
dN

=
da
dN
�φ
�β

dβ
da

+
�φ
�r

dr
da

+
�φ
�θ

dθ
da

( 7.1.68)

由式( 7.1.64)及几何关系,得

dφ
dN

= β
da
dN

rμ- 1 (φ�′s inθ- μφ�cosθ) ( 7.1.69)

比较式( 7.1.67)和( 7.1.69) ,得到
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da
dN

= c�α
m
β

- ( n+ 1)
( 7.1.70)

mλ- μn = μ- 1,或 λ=
μ( n + 1) - 1

m
( 7.1.71)

φ′sinθ- μφ�cosθ= - σ�
m
eφ�

- n
( 7.1.72)

方程( 7.1.65)和( 7.1.72)即是确定μ的一组本征方程。其边界条

件包括应力和损伤场的对称条件, 归一化条件和“裂纹”面上的应

力和损伤条件,分别表示为

A�′( 0) = A��= 0,  φ�′( 0) = 0 ( 7.1.73)

A�( 0) = 1 ( 7.1.74)

σθθ( r ,θd ) = σrθ( r ,θd ) = 0,  φ( r ,θd ) = 0 ( 7.1.75)

由式( 7.1.62)、( 7.1.73)和( 7.1.74) , 可以得到

φ�( 0) =
σ�

m
e ( 0)
μ

1
n

+ 1

φ�″( 0) = f [μ, A�″( 0) ] ( 7.1.76)

式中函数 f 的表达式见文[ 7.6]。式( 7.1.75)中的参数 θd 由以下

条件得到

A�{θ* [μ, A�″( 0) ] } = 0,  A�′{θ* [μ, A�″( 0) ] } = 0   ( 7.1.77)

  利用以上方法进行的数值算例表明, 对于不同的参数 m 和 n

的取值,裂纹尖端的渐近应力场没有奇异性或有很弱的奇异性, 而

应变场的奇异性远远低于 K 场的-
1
2
奇异性。

由式( 7.1.70)可知,只要确定了参数 α和 β, 即可以定量地计

算裂纹的疲劳扩展率。设在裂尖过程区与远场 K 控制区之间有一

个过渡区(图 7.7) ,其应力分布为

σ*ij ( r , θ) = K�1 r -
1
pσ�*ij (θ) ( 7.1.78)

式中 K�1 是过渡区的应力强度因子, 参数 p > 2。利用过渡区与损伤

区之间应力连续、损伤连续等条件以及损伤区内的应力场, 可以导
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出

ω=
K�1σ�e( 0)σ�

*
rr ( 0)

σt h σ�r r ( 0)

p

α=
σ�rr ( 0)

K�1σ�*r r ( 0)

pλ

σt h

σe ( 0)

pλ+ 1

β=
1

φ�( 0)

σt hσ�rr ( 0)

K�1σ�*rr ( 0) σ�e( 0)

pμ

( 7.1.79)

代入式( 7.1.70) ,得到与 Paris 公式相似的裂纹疲劳扩展方程

da
dN

= cK�p
1 ( 7.1.80)

式中

c = c�φ�( 0)
n+ 1 σt h

σ�e ( 0)

m - p
σ�*rr ( 0)
σ�r r ( 0)

p

( 7.1.81)

图 7.7 裂纹尖端场的分区结构[ 7.7]

7.2 多孔弹塑性材料的韧脆转变

对于不同种类的材料,其断裂的细观机制会不相同。即使是同

一种材料,在不同的外部条件(例如温度)下, 断裂模式也会有所差
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别。例如, 对于大多数钢材,在温度足够低的情况下, 断裂的控制机

制是脆性解理;在比较高的温度下, 断裂机制是裂纹尖端微孔洞的

形核、长大和汇合;而在适中的温度下,两种机制同时起作用。利用

损伤力学的方法, 可以将裂纹尖端场的研究与材料的细观断裂机

制联系起来。本节以 Jagota 等人
[ 7 .7]
的工作为例, 介绍损伤力学在

预测材料的断裂强度、断裂机理、韧脆转变方面的应用。

Jagota , H ui 和 Daw son
[ 7. 7]利用 Gurson 模型, 将屈服面的形

式取为

Φ= 3σ
′
ijσ
′
ij / ( 2σ

2
m ) + 2f cosh (σkk / 2σm ) - ( 1 + f

2
)

( 7.2.1)

式中σij为 Cauchy 应力,σ
′
ij为其偏量部分, σm 是基体的即时屈服强

度。本构关系表示为

σ
�

ij = Cij klD kl ( 7.2.2)

式中 Cauch y应力的 Jaumann 率定义为

σ
�

ij = σ
●

ij - Ωikσkj + σikΩkj ( 7.2.3)

且

Dij =
1
2

( ui, j + u j , i) ,  Ωij =
1
2

( ui, j - u j , i) ( 7.2.4)

  在弹性阶段和卸载阶段,弹性张量为

Cij kl = 2μδikδj l + λδijδkl = C
e
ij kl ( 7.2.5)

在弹塑性加载阶段,有

Cij kl = C
e
ij kl

  -
μσ
′
ij /σm + (λ+ 2μ/ 3)βδij μσ

′
kl/σm + (λ+ 2μ/ 3)βδkl

H / 9 + ωμ/ 3 + β2 (λ+ 2μ/ 3)

( 7.2.6)

式中
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H = {(ω+ σkkβ/σm )
2
hm / ( 1 - f )

- 3σm ( 1 - f )β[ cosh (σkk / 2σm ) - f ] }

β=
1
2

f sinh(σkk / 2σm )

ω= ( 1 + f
2
) - 2f cosh(σkk / 2σm )

hm = dσm / dε
P
m ( 7.2.7)

  假设材料为幂硬化材料,有

hm =
3μn

[ (σm /σ0m ) ( 1- n ) / n - n]
( 7.2.8)

式中 n 为应变强化指数,σm 为后继屈服应力, σ
0
m 为初始屈服应力。

假设裂纹尖端的塑性区尺寸相对构件小得多, 即满足小范围

屈服条件, 弹性区的应力强度因子 KⅠ唯一控制着局部变形场, 此

时近尖端弹塑性场的求解问题可以描述为一个边界层问题, 其中

裂纹面看作是半无限长的自由表面,远端位移场满足如下的渐近

条件

ui = ( K I / 2μ) r / 2πu
�
i(ν,θ) ( 7.2.9)

式中 u�i是无量纲化的位移角分布函数。为方便起见, 将应力和距

离表示为如下的无量纲形式

σ�ij = σij /σ
0
m ( 7.2.10)

R = r (σ0m / K I ) 2 ( 7.2.11)

在裂纹尖端前方,到裂尖的距离用 X 表示,无量纲化后表示为 X。
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图 7.8 裂纹前方延长线上的等效应力分布 [ 7.7]
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图 7.9 n= 0.1和三种不同的初始孔隙率下裂纹

尖端前方的 σ�yy分布 [ 7.7]

图 7.10 n= 0 和三种不同的初始孔隙率下

    裂纹尖端前方的 f 分布 [ 7.7]
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Jagota 等人利用上述本构模型用有限元方法计算了裂纹尖端的应

力场及孔隙率场, 图 7.8 给出了在裂纹前方延长线上无量纲等效

应力σ�e = σe/σ�
0
m 的变化曲线,图中虚线 a 表示裂纹尖端位于原点情

况下的 HRR 场, 虚线 b表示裂纹尖端移到满足了孔洞汇合条件

的位置后的 HRR 场。由该图可以看出, 考虑损伤的数值结果与

H RR 场的明显差别主要发生在裂纹尖端附近的一个小区域 Ω

内,在这个区域里孔隙率发生明显变化。此外, 二者的差别在弹塑

性交界线的外面也比较明显, 因此 HRR 场的适用范围介于 Ω与

弹性区之间。图 7.9 和 7.10所示为应力分量 σ�y y和孔隙率 f 随 X

的变化曲线, 图中的三条曲线分别对应于不同的初始孔隙率

0.001, 0.005和 0.010。图 7.9表明 σ�yy在某一位置 X = X
*

( f 0 )处

取得最大值 σ�
*
y y ( f 0 ) ,裂纹尖端 σ�yy的下降是由于 f 的增大以及裂

纹尖端的钝化所致, X
* ( f 0 )的值与裂纹前方 Ω的尺寸大致相当。

在裂纹尖端, f 达到很高的值, 在实际材料中, 孔洞的汇合已经导

致材料的破坏及裂纹尖端的钝化和扩展。在 Gurson 模型中, 允许

f 达到 1.0,但是实际材料在 f 远未达到 1.0 时即已断裂。

利用上述数值结果可以确定材料的断裂强度 KⅠ c。KⅠ c的确

定基于两种断裂准则, 其一是解理断裂准则, 其二是孔洞汇合准

则。解理准则可以表示为

σ�y y ©¦X = X
c

= σ�f ( 7.2.12)

即当裂纹尖端前方 X = Xc 处最大主应力 σ�y y达到临界断裂应力 σ�f

= σ�f/σ
0
m 时发生解理断裂。孔洞汇合的条件表示为

f ©¦X = X
v

= f cr ( 7.2.13)

即认为在 X = X v 处孔隙率 f 达到临界值 f c r时孔洞汇合。这里 σf,

f c r , X c 和 X v 均是材料性质, 且假设与温度无关。

只要条件( 7.2.12)和( 7.2.13)之一得到满足, 裂纹即开始扩
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展, 对应的 K 即为 K Ⅰ c。方程( 7.2.12)和( 7.2.13)一般对应于不

同的 K Ⅰ c值, 其中比较小的一个为材料的 K Ⅰ c值。

首先考虑解理断裂。如图 7.11所示, σ�yy在裂纹尖端前方某一

位置存在一个极大值, 记作 σ�
*
y y。如果 σ�

*
y y < σ�f , 则方程 ( 7.2.12)无

解,表明在裂尖钝化之前不会发生解理断裂。如果 σ�
*
yy≥σ�f, 则方程

( 7.2.12 ) 存在 两个解 X 1c 和 X 2c, 不 妨设 X 1c ≤ X 2c, 由定 义

( 7.2.11) ,得到两个对应的 K 值, 其中只有比较小的一个有实际

意义,为

K Ⅰ c = σ
0
m [ x c/ X 2c]

1/ 2
( 7.2.14)

在下文中,将 X 2c写作 X c。

再考虑孔洞长大和汇合。由图 7.10可知, 式( 7.2.13)存在唯

一的解 X v , 对应的 KⅠ c值为

KⅠ c = σ0m [ x v/ X v ] 1/ 2 ( 7.2.15)

图 7.11 n= 0, f = 0.001 时裂纹尖端前方 σ�yy随 X 的分布 [ 7.7]

  于是,由裂纹尖端前方的 σ�y y以及 f 的变化曲线即可以确定材

料的断裂强度指标 K Ⅰ c, 它与温度相关。由于图 7.9 和 7.10 是与
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温度无关的曲线,并且已经假设 f cr , σf, Xc 和 X v 都与温度无关, 因

此 K Ⅰ c对温度的依赖关系只取决于 σ
0
m 对温度的相关性。图 7.12

所示为一种高镍低碳钢的σ
0
m 随温度的变化曲线。

图 7.12 初始屈服应力随温度的变化 [7.7]

这样, 对于任意一组 σf , f cr , X c 和 X v, 都可以确定解理断裂和

孔洞断裂主导的 K Ⅰ c值。例如,在解理情况下, 温度升高,σ
0
m 下降,

并导致 K Ⅰ c的升高。在 HRR 场有效的范围内,有

KⅠ c = αnI nx c σ
n
n + 1
f (σ0m )

n
n- 1

1 - ν2

1/ 2

( 7.2.16)

式中 αn 和 I n 是 HRR 场中的常数。式( 7.2.16)和图 7.12解释了

在解理断裂的情况下温度越高, KⅠ c也越高。

对于前面提及的高镍低碳钢, Jagot a 等人计算了在- 150℃～
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150℃范围内的断裂强度, 取 σf = 860MNm
- 2

, n = 0.1, f c r =

0.0489, 特征尺寸 x c 和 x v 均取为两个晶粒的直径的长度。图 7.13

中给出了初始孔隙率 f 0 = 0.001情况下的 KⅠ c曲线, 图中的离散

点是实验结果,实线为解理断裂即脆断时的曲线, 虚线为孔洞汇合

情况即韧断的曲线。该曲线与实验结果相符较好, 清楚地揭示了金

属材料从低温到高温的韧脆转变过程。

图 7.13 断裂强度 K Ⅰc随温度的变化 [ 7.7]

本节以一类简化的情况为例介绍了用损伤力学的模型求解

K Ⅰ c的方法, 对于更一般的情况,例如 f c r , σf, X c 和 X v 随温度变化

的情况, 考虑两种细观断裂机理(解理和孔洞汇合)相互作用的情

况,也可以进行类似的分析。
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7.3 混凝土结构破坏的损伤力学分析方法

材料的力学行为一般直接依赖于其内部的细观结构及其在外

部因素作用下的演化。作为一类重要的工程应用材料, 混凝土的细

观结构具有很不均匀的特点, 其断裂行为主要是由于其内部微裂

纹的形核、扩展和汇合决定的。图 7.14 表示了混凝土的断裂过程

以及所经历的四个阶段,即初始无损伤阶段、微裂纹形核及稳定扩

展的连续损伤阶段、微裂纹部分汇合的损伤开裂阶段和完全断裂

阶段。因此, 对混凝土断裂行为的全面了解需要将损伤力学和断裂

力学的方法结合起来进行研究。

图 7.14 混凝土断裂的四个阶段

这里首先以 Mazars 和 Lemait re
[ 7.8 ]的工作为例, 介绍连续损

伤模型在混凝土断裂行为分析中的应用。为了便于应用, Mazars

和 Lemaitre 假设损伤是各向同性的, 用损伤因子 ω表示, ω= 0 表

示初始无损状态, 0< ω< ωc 表示损伤状态,ω= ωc 意味着材料即将

断裂。采用 K achanov的有效应力 σ
* 的定义

σ
*

=
σ

1 - ω
( 7.3.1)
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并把损伤演化方程表示为如下的形式

ω
●

= F (ε, ε
●

) ( 7.3.2)

  损伤材料的比自由能为

ψ=
1

2ρ
Λij klεijεkl ( 1 - ω) ( 7.3.3)

式中ρ为材料的质量密度,Λij kl为四阶弹性张量。于是有如下的状

态方程

σij = ρ
�ψ
�εij

= Λij klεkl( 1 - ω)

Y = ρ
�ψ
�ω

=
1
2
Λij klεijεkl ( 7.3.4)

式中 Y为 ω的广义共轭力。

如果只考虑拉伸情况下的损伤,定义如下的等效应变

ε�= 〈ε1〉2 +〈ε2〉2 +〈ε3〉2 ( 7.3.5)

式中

〈εi〉=
εi,  当 εi≥ 0

0,  当 εi = 0
( 7.3.6)

  损伤面定义为

f (ε�, ω) = ε�- K (ω) = 0 ( 7.3.7)

即损伤演化的条件为

ω
●

≥ 0,  当 f = 0且 f
●

= 0

ω
●

= 0,  当 f < 0或 f = 0但 f
●

< 0
( 7.3.8)

  Mazars 和 Lemaitre 建议混凝土的损伤演化方程为

ω
●

=
ε0 ( 1 - A)
ε�2

+
AB

exp [ B(ε�- ε0 ) ]
〈ε�

¡¤

〉 ( 7.3.9)

式中 A , B 和 ε0 为材料常数。

Mazars 和 Lemaitre 将上述模型应用于一侧开口的 CT 型试

件 (图 7.15) , 图 7.16给出了缺口前方应变演化的有限元数值模

拟结果, 并与用电测应变片的测量结果进行了比较, 图 7.17中给
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出了缺口尖端损伤区的演化以及裂纹的扩展路径。图 7.18 所示为

一个 CT 试件总体的变形载荷曲线。这些结果表明, 借助于损伤力

学的方法,混凝土的断裂及变形行为得以更准确地模拟。

脆塑性结构的承载能力及稳定性分析也是一个重要的、有意

思的问题。正如图 6.14中的混凝土拉伸曲线所示, 当外加载荷达

到材料的最大承载能力后,材料将发生急剧的损伤和应力的跌落。

图 7.19是这类材料的一种简化本构模型, 它忽略了应力达到最大

承载能力之前的损伤。应力跌落可以导致宏观裂纹的形成和扩展

直至结构的断裂。此外还存在另外一种情形,如图 7.20所示, 在结

图 7.15 CT 试件 图 7.16 缺口前方的应变演化曲线 [7.8]
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图 7.17 损伤区及裂纹的

    扩展路径[ 7.8]

图 7.18 CT 试件的变形

    载荷曲线 [7.8]

构 D 中形成一个连续损伤和应力跌落的区域 D 2 , 它与弹性区 D 1

的交界线 S c 称为损伤面。随着载荷的变化, S c 会发生运动, D 2 逐

渐扩展,最终导致结构的失效。

图 7.19 简化的混凝土拉伸曲线 图 7.20 脆塑性结构中

损伤区的扩展
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图 7.21 混凝土的初始屈

服面和后继屈服面

Dems 和 Mróz
[ 7.9 ]
从能量的角度研究了脆塑性结构的极限承载能

力和损伤区扩展的稳定性问题。判断脆塑性结构稳定性的条件可

以描述为:如果损伤区 D 2 在一个微小的扰动下使得外载荷所做

的功超过结构贮存能量的增加与损伤的耗散能量之和, 则结构处

于失稳状态;反之, 如果对于任意的微小扰动, 外力功都小于贮存

能量的增加与损伤耗散能之和,则结构处于稳定状态。

刘文政对同一问题给出了另一种分析方法
[ 7 .10]

, 以下将他的

工作稍加修改,给出较文献 [ 7 .10 ]更为准确的表述。假设脆塑性材料

的初始屈服条件是 F (σij ) = 0, 发生应力跌落后的后继屈服条件是

f (σij ) = 0, 其中β是应变软化参数(图 7.21)。对于如图 7.20 所示

的结构,在 S u 上给定位移边界条件 ui( x) = u�i( x ) , 在 S T 上给定力

边界条件 σij ( x, t) n j = T i( x , t)。将损伤面 S c 上弹性区一侧且与 S c

无限接近的位置处的应力记为 σ
+
ij , 损伤区一侧与 S c 无限接近的

位置处的应力记为σ
-
ij ,注意到

F (σ
+
ij ) = 0,  f (σ

-
ij ) = 0 ( 7.3.10)

  现在假设损伤区 D 2 向弹性区发生一个微小的虚设的扩展,

即 S c 向弹性区方向发生微小的运动,在此虚设的过程中引起位移

场、应力场和应变场的微小变化, 分别用 δui,δσij , δεij表示, 它们必

须满足如下的方程

      δσij , j = 0   

   �在 D 内

      [δσ
+
ij - δσij ] ni

= 0在 S c 上

      δui= 0在 S u 上

      δεij =
1
2

(δui, j +

δu j , i)  �在 D 内

      δσij = Λ
e
ij kl δεkl在 D1 内
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      δσij = Λ
ep
ij kl δεkl在 D2 内

      δσijn j = 0在 S t 上 ( 7.3.11)

式中Λ
e
ij kl和Λ

e p
ij kl分别为线弹性阶段和应力跌落后的弹性张量。方程

( 7.3.11)表明,在此虚设的过程中, 假设弹性区仍按线弹性规律变

形,并不考虑屈服条件。上述方程有唯一的一组解 δui、δσij和 δεij ,

损伤区也按弹性规律变形, 但弹性模量与弹性区不同。将应力 σij

+ δσij代入损伤准则, 如果在 S c 上靠近弹性区一侧处有 F (σ
+
ij +

δσ
+
ij ) < 0, 则结构是稳定的, 如果存在某一位置使得 F (σ

+
ij + δσ

+
ij )

≥0, 则结构是不稳定的。

下面以纯弯梁(图 7.22a)为例加以说明。采用图 7.22( b)所示

的应力应变关系,βt 和 βc 是拉伸和压缩时的软化参数。设梁的高

度为 h, 弹性区、拉伸损伤区和压缩损伤区的高度分别为 ηh, ηt h 和

ηch ,由关系 ηt+ ηc= 1- η和 ηtβt = ηcβc 得到

ηt =
( 1 - η)βc
βt + βc

,  ηc =
( 1 - η)βt
βt + βc

( 7.3.12)

  当 M≤
1
6
σsh

2 时,η= 1,ηc= ηt= 0,当 M>
1
6
σsh

2 时, M 和 h 的

关系为

M =
1
6
σsh2 +

1
2
βtβc
βt + βc

( 1 - η2 )σsh2 ( 7.3.13)

  设损伤区有一微小的扩展, 即δh< 0, 则: ( 1)若
δM
δη

< 0, 则结构

处于稳定的平衡状态, 梁能够承受弯矩 M; ( 2)若
δM
δη

> 0,梁不能承受

M, 损伤区发生失稳扩展, 导致梁的断裂; ( 3)若
δM
δη

= 0, 梁处于临界

状态, 对应的弯矩为梁能承受的最大弯矩。由此得到纯弯梁在外加弯

矩达到弹性极限载荷 Ml =
1
6
σsh

2 后发生失稳的条件是

βtβc
βt + βc

<
1
3
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图 7.22 混凝土梁的损伤及其拉压应力应变曲线

  作为一种特例,若 βt = βc = β,梁结构损伤区能稳定扩展的条

件是β>
2
3

,此时梁的最大承载能力为

M ma x =
1
4
σsh2β ( 7.3.14)

当β<
2
3
时,梁的最大承载能力即为弹性极限弯矩, 即

M ma x =
1
6
σsh

2
( 7.3.15)
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  此外, Dems 和 Mróz, 刘文政等还求解了厚壁圆筒、工字梁等

简单的算例 [ 7. 9, 7. 10]。上述的损伤本构模型在其它一些问题中也得

到了应用, 例如, Zu belew icz和 Mróz 利用类似的模型进行了作为

动力失稳现象的冲击地压(如岩爆、煤爆)问题的数值分析 [ 7 .11 ]。

7.4 材料强韧化的力学分析

近十几年来, 材料的强韧化研究受到了材料科学家和力学家

的广泛重视, 断裂力学和损伤力学被成功地应用于含细观结构的

材料 (例如结构陶瓷、高分子材料、混凝土等)的增韧机制的研究。

增韧研究的理论结果与实验结果基本上相符, 标志着断裂力学和

损伤力学作为材料选择与设计的工具, 正朝着合理地调整材料的

细观结构以控制材料性能的方向发展, 这应该说是固体力学与材

料科学相互交叉渗透的重要成果。

Evans 和 Cannon
[ 7.1 2] , H utch inson

[ 7. 13] , 孙庆平等 [ 7. 14]曾经总

结了在陶瓷增韧方面的力学研究方法和主要成果。陶瓷材料增韧

的几种典型机制包括相变增韧、微裂纹增韧、偏转增韧、纤维(或晶

须)增韧、金属(或橡胶)颗粒桥联增韧。这里只简单介绍相变和微

裂纹两种增韧机制以及损伤力学在增韧定量计算中的应用。

7.4.1 相变增韧

相变增韧是目前研究得比较成熟的一种增韧机理。它的研究

开始于 70 年代, 人们发现在 ZrO2 四方相多晶体以及以四方相

ZrO2 为第二相粒子的陶瓷基复合材料 (如 ZTA )中, 裂纹尖端的

高应力将导致 ZrO2 四方相转变为单斜相, 并产生剪切变形和大约

4%的体积膨胀, 从而降低裂纹尖端的应力强度, 使得裂尖附近的

应力强度因子 K ti p小于远场外加的应力强度因子 K∞ ,从而提高了

材料的断裂韧性。
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进行相变增韧研究,首先要确定相变材料的本构关系。一种典

型的平均应力σm 和体积应变εp p的关系曲线如图 7.23所示。

图 7.23 相变复合材料的应力应变曲线

这里简单介绍 Budiansky, H utch inson
[ 7. 15]等人建立的本构关

系模型。考虑一种两相组分组成的复合材料, 基体为理想的线弹性

材料,二相粒子为不可逆的非线性相变材料, 忽略相变过程中的剪

切变形。在弹性阶段,假设两种组分材料有相同的剪切模量 G 和

体积模量 B, 即

sij = 2Geij ,   σm = Bεp p ( 7.4.1)

式中 sij和 eij分别为偏斜应力和偏斜应变,σm 是平均应力, εp p是体

积应变。

相变粒子的平均应力 σm 和体积膨胀的关系曲线如图 7.23

( a)所示,在相变阶段, 斜率为 B′,即有

σ
●

m = B′ε
●

p p ( 7.4.2)

θp = εp p - σm / B ( 7.4.3)

式中θp 为非弹性的相变体积膨胀,并假设剪切模量仍为 G。

设相变粒子的体积百分比为 f ,利用混合律, 当εp p≥σ
c
m / B 时,

材料的响应为

σ
●

m = B�ε�p p ( 7.4.4)

式中 B�满足
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1

3B�+ 4G
=

f
3B′+ 4G

+
1 - f

3B + 4G
( 7.4.5)

  在曲线的中段,复合材料的总的相变体积膨胀为

θ= εp p - σm / B = ( 1 - B�/ B) (εp p - σcm / B) ( 7.4.6)

最大的相变体积膨胀为

θT = f θp ( 7.4.7)

  如果 B�> - 4G/ 3,称为亚临界相变复合材料;如果 B�= - 4G/

3, 称为临界相变复合材料;如果 B�> - 4G/ 3, 称为超临界相变复

合材料。

在相变阶段,复合材料的体积变形关系的增量形式为

σ
●

m = Bε
●

p p ,   θ
●

= ( 1 - B�/ B)ε
●

p p ( 7.4.8)

相变复合材料的三维本构关系为

εij =
1

2G
sij +

1
3B
σmδij +

1
3
θδij ( 7.4.9)

或

σij = 2Geij + B(εp p - θ)δij ( 7.4.10)

  在平面应变情况下,上述本构关系简化为

εαβ=
1

2G
(σαβ - νσμμδαβ) +

1
3

( 1 + ν)θδαβ ( 7.4.11)

或

σαβ= 2G(εαβ -
1
3
εμμδαβ) + B(εμμ - θ)δαβ

σ33 = -
2
3

Gεμμ+ B(εμμ - θ)

σm =
1
3

( 1 + ν)σμμ -
E
9
θ ( 7.4.12)

  在上述的本构关系下,可以证明对于一个静止裂纹, 如果在远

处受到Ⅰ型 K 场应力的作用, 则在裂纹尖端的完全相变区内, 应

力场仍为 K 场, 只是相变区内的应力强度因子 K t i p与远场的 K∞
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不相同,而 K t ip控制着裂纹尖端的断裂过程。

计算相变增韧(以及后文的微裂纹增韧)效应的一种简单方法

是假设 J 积分的路径无关性。在远场弹性区内, 有

J ∞ = ( 1 - ν
2
) K

2
∞ / E ( 7.4.13)

而在裂纹尖端附近的完全相变区内,有

J t ip = ( 1 - ν
2
) K

2
t ip / E ( 7.4.14)

根据 J 的路径无关性 J ∞ = J t ip , 得到 K t ip = K ∞ , 即对于静止裂纹,

裂纹尖端的相变区对远场应力没有屏蔽效应。

图 7.24 定常扩展裂纹的相变增韧

如果裂纹发生了准静态扩展, 在裂尖的后方会留下完全相变

和部分相变的尾区, 如图 7.24 所示。采用平均应力的相变准则

σm = σ
c
m , 相变区的边界为

R(�) =

8

3 3
H cos

2 �
2

,  0≤ �≤ π/ 3

H / sin�     π/ 3 ≤�≤ π

   ( 7.4.15)

式中 H 为尾区的半高,

H =
3 ( 1 + ν)

2

12π
K
σc

2

( 7.4.16)
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由此可以导出定常扩展裂纹的屏蔽比为

K t ip / K ∞ = 1 -
3 3

8
α ( 7.4.17)

式中α为一无量纲的参数,

α=
2( 1 + ν) EθT

9π( 1 - ν)σcm
( 7.4.18)

7.4.2 微裂纹增韧

在脆性材料中, 宏观裂纹尖端大量微裂纹的形核和扩展形成

损伤过程区, 它可以明显地松弛裂纹尖端的应力场, 增加能量耗

散,推迟裂纹的不稳定扩展, 这种作用称为微裂纹的屏蔽作用。微

裂纹的形核主要有两个原因,一是残余应力, 由于晶粒之间的热失

配或二相粒子与基体之间的残余应力引起脆性二相粒子或界面的

开裂;二是材料的不均匀性, 例如弥散分布的夹杂, 会引起夹杂与

界面之间的脱粘开裂、夹杂或基体的开裂。微裂纹在外力作用下会

发生扩展,当遇到其它晶粒或界面的阻碍时会停止扩展, 这种稳定

扩展的特点是微裂纹增韧的一个重要条件。

微裂纹对宏观裂纹尖端场的屏蔽作用有两个原因,其一是由

于微裂纹的形核释放了部分残余应力,从而诱发不可恢复的应变,

称为转变应变。一般情况下,转变应变表现为均匀的体膨胀, 因此

这种增韧机制与相变增韧相类似, 对于静止裂纹, 屏蔽效应不明

显,对于定常扩展裂纹, 增韧幅值 ΔK = K ∞ - K ti p与损伤区厚度的

平方根成正比。其二是由于微裂纹的形核和扩展引起弹性模量降

低,这种机制的屏蔽效应与损伤区尺寸没有明显关系, 主要取决于

损伤区的形状,随着宏观裂纹扩展, 屏蔽效果变化不明显。实验和

理论分析的结果表明,以上两种原因的屏蔽比大致相当, 并且可以

近似地简单叠加, 在有些材料中,总的增韧比可以达到 4.0 以上,

因此微裂纹的屏蔽效应也是很显著的。
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对微裂纹增韧的理论研究主要有两种方法, 即等效弹性介质

方法(或连续损伤力学方法)和细观力学方法。前者将宏观裂纹尖

端附近的损伤区视为具有连续分布损伤的等效弹性介质, 其前提

是微裂纹损伤区的尺寸远远大于微裂纹本身的尺寸以及微裂纹之

间的距离。屏蔽效果常采用屏蔽比 K t ip / K∞来定量表示。在微裂纹

屏蔽效应的研究中,一般都假设损伤区内的等效介质具有简单的、

唯象表示的本构关系, 如各向同性损伤或简单的各向异性损伤本

构关系。一种简单而且被广泛采用的本构关系包括三个阶段, 即无

损弹性段、部分损伤段和损伤饱和段, 其单拉曲线如图 7.25所示,

图中σc 和 σs 分别为开始损伤和损伤饱和的临界应力, E 0 , E t 和 E s

为无损段、部分损伤段和饱和段的弹性模量, ε
T
为转变应变。

图 7.25 微裂纹损伤材料的单拉曲线

Evans 在 [ 7.16]中介绍了球形颗粒在静水应力 σR 作用下由

于自身开裂引起的体积增加

ΔθR =
16
3

a
3 ( 1 - ν2 )

E
σR ( 7.4.19)

式中 a 为微裂纹的半径。如果微裂纹的取向在材料中均匀分布, 单

位体积中的微裂纹个数为 N , 则微裂纹密度参数为 f = N〈a
3
〉, 以

E�和 ν�分别表示微裂纹的弹性模量和泊松比, 则微裂纹体的各向
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同性的本构关系为

εij =
1 + ν�

E�
σij -
ν�

E�
σkkδij +

1
3
θ

T
δij ( 7.4.20)

式中

θT =
16
3

( 1 - ν2 ) f
σR
E

( 7.4.21)

弹性模量 E�和泊松比 ν�可以从以下关系导出

G
G�

= 1 +
32( 1 - ν) ( 5 - ν) f

45( 2 - ν)

B
B�

= 1 +
16( 1 - ν2 ) f
9( 1 - 2ν)

( 7.4.22)

  如果只考虑体积膨胀 θ
T 对屏蔽作用的贡献, 即假设 E�= E , ν�

= ν, 微裂纹的屏蔽比可以由下式计算
[ 7. 17]

K t ip

K ∞
= 1 +

1
3

2
π

1/ 2
Eθ

T

( 1 - ν) K∫
π

0
[ R(θ) ] 1/ 2cos

3
2
θdθ

( 7.4.23)

式中 ( r , θ)为建立在宏观裂纹原点的极坐标, R(θ)为损伤区边界。

如果令 θ
T = 0,即只计及有效模量引起的屏蔽作用, Hut chinson 给

出 [ 7. 17]

K t ip

K ∞
= 1 + ( k1 -

5
8

)δ1 + ( k2 +
3
4

)δ2 ( 7.4.24)

式中

δ1 =
1

1 - ν
G
G�

- 1 ,   δ2 =
1

1 - ν
ν�

G
G�

- ν

k1 =
1

32π∫
π

0
( 11cosθ+ 8cos2θ- 3cos3θ) lnR(θ) dθ

k2 = -
1

2π∫
π

0
( cosθ+ cos2θ) lnR(θ) dθ ( 7.4.25)

  综合考虑体积膨胀和有效模量下降两种机制, 则屏蔽比表示

为

·323·



K t ip

K ∞
= 1 + k1 -

5
8
δ1 + k2 +

3
4
δ2 +

1
3

2
π

1/ 2

×
Eθ

T

( 1 - ν) K∫
π

0
[ R(θ) ]

1/ 2
cos

3
2
θdθ ( 7.4.26)

  设微裂纹的形核准则为临界平均应力准则,即

微裂纹密度 =
0, 当σm =

1
3
σii < σ

c
m

N 当σm ≥ σ
c
m

( 7.4.27)

  对于静止裂纹, 将 K 场应力代入以上准则, 得到微裂纹损伤

区的边界

R(θ) =
2

9π
( 1 + ν)

2 K
σ

c
m

2

cos
2 θ

2
( 7.4.28)

且 k1 = 3/ 16, k2 = - 1/ 4,微裂纹的屏蔽比与 θ
T 无关,为

K t ip

K ∞
= 1 -

7
16
δ1 +

1
2
δ2 ( 7.4.29)

当ν= 1/ 3时, δ1 = 1.99f , δ2 = - 0.095f , 式( 7.4.29)变为

K t ip

K ∞
= 1 - 0.919f ( 7.4.30)

  对于稳态扩展的裂纹,由式( 7.4.29)给出损伤区的半高 H 为

H =
3 ( 1 + ν)

2

12π
K
σcm

2

( 7.4.31)

且 k1 = 0.0166, k2 = - 0.0433, 屏蔽比为

K t ip

K∞
= 1 - 0.608δ1 + 0.707δ2 -

Eθ
T

2( 1 - ν) K
H

3π

1/ 2

( 7.4.32)

当ν= 1/ 3时, δ1 和 δ2 与静止裂纹的情况相同,式( 7.4.32)变为

K t ip

K ∞
= 1 - 1.278f - 0.3215Eθ

T
H K ( 7.4.33)

  以上的简单分析表明,扩展裂纹尖端的微裂纹屏蔽效应比静
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止裂纹更明显。实验观察发现裂纹尖端附近的 f 约为 0.3, 因此弹

性模量的降低可以使 K t ip降低 40%左右。另一方面, 由于残余应力

的释放对屏蔽效应的贡献与相变问题基本相同, 这种机制对扩展

裂纹的屏蔽效应比静止裂纹明显得多。H utchinson, Ortiz的研究

还表明,损伤的各向异性性质也有助于微裂纹的屏蔽效应。

在研究微裂纹对宏观裂纹影响的另一类方法——细观力学方

法中, 需要考虑宏观裂纹与其尖端附近的一个或多个微裂纹的相

互作用, 每个微裂纹的位置、取向和尺寸都是确定的, 通过分析找

出微裂纹对宏观裂纹尖端场的影响与细观力学参数之间的联系。

在一般情况下要得到解析解是很困难的, 于是人们发展了一些近

似 的 分 析 方 法, 如 Kachnov 和 Montagut 等 采 用 的 赝 力

法
[ 7. 19, 7 .20 ]
、Gong 等的复变函数法

[ 7 .21 ]
、Chudnovsky 等的双层势方

法
[ 7. 22]
。关于这一方面的重要成果在文献[ 7.19]中得到了详细总

结与评述。

这里简单介绍文献[ 7.20]中采用的近似分析方法。所考虑的

构形中包括一个半无限长的裂纹和 N 个微裂纹, 各个微裂纹的几

何尺寸、位置和取向均已知。应力场可以表示为如下的和的形式

σ( x) = KⅠσⅠ ( x) + KⅡσⅡ ( x) + ∑
N

i= 1

σi( x) ( 7.4.34)

式中σⅠ= f Ⅰ (θ) / 2πr和σⅡ= f Ⅱ (θ) / 2πr表示Ⅰ型和Ⅱ型的渐

近裂纹尖端场, σi 为第 i个微裂纹面上施加作用力 t i= t i (ξ) 时

( - l i< ξ< l i)引起的应力场, l i 为第 i个微裂纹的半长。

作用力 t i(ξ)是由主裂纹、其它微裂纹以及远场载荷决定的

t i(ξ) = ni ¡¤ K ⅠσⅠ + KⅡσⅡ + ∑
k

(〈p k〉σ
n
k +〈τk〉σ

r
k )

( 7.4.35)

式中前两项是主裂纹在第 i个微裂纹处引起的作用力,后面的求

和项是其它微裂纹在第 i个微裂纹面上引起的作用力,〈p k〉和〈τk〉
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是第 k 个微裂纹面上的法向力和剪切力。将上式在- l i< ξ< l i 上

取平均

〈t i〉= �iKⅠ + ψiK Ⅱ + ∑
k

Λik ¡¤〈t k〉 ( 7.4.36)

式中 Λik表示第 k 个微裂纹对第 i个微裂纹影响的平均作用力的

转换因子,�i= ni·〈σⅠ〉i,ψi= ni·〈σⅡ〉i表示主裂纹上Ⅰ型和Ⅱ型

载荷对第 i个微裂纹的影响。

式( 7.4.36)中包括 N 个未知矢量〈tk〉及两个未知标量 KⅠ和

K Ⅱ , 另外需要补充的两个方程是

KⅠ = K 0
Ⅰ +

2
π∫
∞

0
ξ- 1/ 2∑

k

σ( k) y y (ξ) dξ

KⅡ = K
0
Ⅱ +

2
π∫
∞

0
ξ

- 1/ 2∑
k

σ( k) x y (ξ) dξ ( 7.3.37)

式中 K
0
Ⅰ和 K

0
Ⅱ表示没有微裂纹时的应力强度因子, σ( k)表示第 k

个微裂纹产生的沿主裂纹线的应力。求解方程 ( 7.4.36 ) 和

( 7.4.37)即能得到主裂纹尖端的应力强度因子 KⅠ , KⅡ以及微裂

纹面上的平均力, 从而得到在给定的构形下微裂纹对主裂纹的影

响。

将等效弹性介质方法和离散的细观力学方法相比较, 其差别

除了分析方法不同以外,还表现在结论的不一致。细观力学的结果

表明,微裂纹对宏观裂纹尖端场的影响并不总是屏蔽效应, 还可能

是应力放大效应(或称为反屏蔽效应) ,这与微裂纹的位置、取向等

有关。两种方法得到的结果不仅仅是量的差别, 还可能是质的不

同。目前,对这一问题尚未取得完全一致的看法, 但是微裂纹作为

一种重要的材料强韧化机制是不容置疑的, 只是其中的一些问题

还没有研究清楚。
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