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第一章 线弹性断裂力学基础

1.1 引 言

断裂力学是近半个世纪以来发展起来的一门新学科。它主要研究带裂纹固体的强度

和裂纹传播的规律。对于不同条件下的不同材料，人们往往根据自己的目的，将材料抽

象为某种“理想物质”以反映某些最重要的特性。在研究断裂问题时，将材料抽象为理

想线弹性体就是线弹性断裂力学。如果再考虑裂纹尖端塑性区就有弹塑性断裂力学。不

少情况下，温度的影响和“时间效应”都不能忽略。从流变学观点出发考虑到材料的流

变性能就有流变断裂学，它还可以细分为粘弹性断裂力学，粘弹塑性断裂力学，热粘弹

性断裂力学，热粘弹塑性断裂力学等。目前只有线弹性断裂力学发展比较成熟，并已制

定出规范（例如美国机械工程师协会 ASEM，锅炉与压力容器规范等）。编成手册应用

于生产上。

断裂力学涉及内容很广，这里只介绍一些基础性的内容。中国有句古话：“吃一堑，

长一智”。吃一次亏，出来一门新学科。断裂力学可以说是人类吃了大亏，从总结惨痛

血的教训中产生的。生产推动了科学发展，科学反过来又促进生产以更高的速度向前发

展。在这个过程中，旧的问题不断解决，新的矛盾又不断产生。最初，人们为了提高材

料的强度防止脆断，制成了钢材等塑性材料。进一步提高塑性材料的强度是通过阻止屈

服（阻止位错运动）来实现的。再进一步提高强度就出现了新的矛盾，强度高了，韧度

却低了，构件常在应力不高，甚至低于屈服极限的情况下发生突然的脆性破坏。如焊接

铁桥的突然倒塌，焊接轮船的脆性破坏，各种球罐的突然爆炸等等，均不能用传统的建

立在连续性假设基础上的强度科学（如材料力学）来解释。随着生产的发展，大量采用

新材料（高强度钢、复合材料、塑料）新工艺，新的工作条件（高温、高速、高压、低

温）等，致使古典强度科学无法适应新的生产水平的需要。对低应力脆断事故进行大量

分析研究表明脆性断裂是由于宏观缺陷或裂纹的失稳扩展引起的。有时，在裂缝的平衡

状态达到失稳的临界状态以前还会出现缓慢的准静态亚临界扩展，最后达到临界状态使

裂纹高速传播引起最终断裂。这样，强度科学不仅要通过阻止屈服以达到高强度，而且

要通过阻止裂纹的扩展来达到高的断裂韧度。

断裂力学这门新的强度科学，扬弃了传统强度理论关于材料不存在缺陷的假设，承

认缺陷或裂纹存在，把构件看成连续和间断的统一体，认为裂纹的存在是不可避免的。

材料在生产过程中（冶炼、铸造、锻造、焊接、热处理），使用过程中（装配、摩擦损

伤、腐蚀、疲劳、中子照射、氢渗入）都会使材料产生裂纹，裂纹尖端附近的局部强度

已上升为主要矛盾。这些在传统连续介质力学中是作为次要因素被抹杀了的。

断裂力学是固体力学中研究带裂纹材料强度的学科。它着眼于裂纹尖端局部地区的
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应力、位移场来研究带裂纹构件所承受的载荷和断裂韧度及裂纹尺寸间的定量关系，研

究裂纹扩展的规律。考察裂纹对结构强度和使用寿命的影响，建立断裂判据。提出容许

裂纹的设计方法，探讨如何控制和防止结构断裂破坏的措施。

早在 1920年 Griffith[1] 为了解释玻璃、陶瓷等脆性材料的实际强度与理论强度的重

大差异，就已经建立了裂纹扩展的能量判据。在经典能量平衡方程中加入了表面能这一

项，它成功地说明了实际强度与最大裂纹尺寸之间的关系，而这一点是通常材料力学观

点无法解释的。

Griffith当年研究了下述问题：设在单位厚度板沿 y轴方向均匀作用着 使弹性伸长
后的两端固定以隔绝外界能源。实验指出，当应力 达到临界值 c ，裂纹开始扩展，增

加其自由表面。问题是如何求出 c ，即确定什么条件下裂纹会失稳而自动扩展。

l

图 1-1 Griffith带裂纹单位厚度板

可以这样来考虑问题，设想一个无裂纹的板受均匀应力 拉伸，然后将两端固定，

此时板单位面积内的弹性应变能为

E
U

22

1 2

0

                                                       (1-1)

E为 Young氏模量。再设想沿 Ox轴方向割开 2a长的裂纹，由于裂纹表面应力的消失裂

口弹性张开消耗一部分能量以形成新裂纹表面。设有裂纹后的应变能变为 U，则可算出

弹性应变能释放为

E

A

E

a
UUU

4

2222

0e


                                         (1-2)

裂纹是由其中心对称地向两端扩展。面积为 A的裂纹上下两个表面能为

ss 2 AU                                                            (1-3)

s 为单位自由表面的表面能，简称单位表面能。

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
椭圆

lihongchao
线条

lihongchao
高亮



第一章  线弹性断裂力学基础

3

为了求得临界条件，下面设裂纹虚拟扩展 a ，有三种情况：

A

U

A

U






 se ，裂纹处于非扩展状态；

A

U

A

U






 se ，裂纹处于失稳状态；

s
se 2









A

U

A

U
G ，临界状态。

式中 G称为能量释放率，或称裂纹扩展力。由(1-1)、(1-2)式还可见在两端位移固定的情

况下， aUaUG  e ，因为 0U 不是裂纹长度的函数。依(1-2)、(1-3)及上式有

 s
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2
4




A
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A

A 













                                              (1-4)

临界状态的应力为 c ，依上式有

a

E

a

E ss
c

2 





                                                  (1-5)

 2 ，平面应力

)]1([2 2  ，平面应变

Griffith的裂纹失稳扩展条件如下

s2G ，或 c                                                     (1-6)

长期以来被认为只适用于玻璃等脆性材料的 Griffith 理论直到 50 年代由 Irwin[2]

–Orowan[3]捡起，加以修正用于金属材料的脆性断裂，成为断裂韧度概念的基础。他们

认为 Griffith 的能量平衡中必须同时考虑裂纹尖端附近塑性变形耗用的能量。裂纹扩展

时能量释放不但用于形成新的表面，对于塑性金属材料来说还要用于支付裂纹扩展前产

生塑性变形的能量，以 ps   代替 s 得

a

E

a

E pps
c

)( 



 


                                           (1-7)

p 为裂纹扩展每单位面积时所消耗的塑性变形能， p 远大于 s 。今后将把表面能理解

为“有效单位表面能” ，它代表裂纹扩展单位面积所需的不可逆功，并将 G的临界值记

为 2c G ，临界条件写为

cGG                                                               (1-8)

1955年和 1957年 Irwin[4]又指出，能量观点相当于一种应力强度观点，当表示裂纹

尖端应力场强弱度的应力强度因子达到其临界值（即材料的断裂韧度）时，裂纹便失稳

扩展。脆性断裂基本上是在线弹性状态下发生的，不少情况下运用线弹性理论分析脆性

断裂能给出比较满意的结果，但当裂纹尖端附近的塑性区不能忽略不计或者与粘弹性有

lihongchao
矩形

lihongchao
线条

lihongchao
矩形

lihongchao
矩形

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
高亮

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条



断裂力学讲义

4

关的时间效应不能忽略不计时，线弹性断裂力学的应用就受到了限制。那时就要用到下

面两章将要讨论的弹塑性断裂力学及流变断裂学。在本章中，我们认为裂纹体是理想线

弹性体，问题归结为含裂纹体的线弹性力学分析。

1.2 裂纹前沿的应力、位移场

1.2.1 Westergaard方法

Griffith理论是从整体平衡得到的，但由于未分析裂纹前沿的应力、位移场，因而未

能从细节上弄清。根据裂纹面的受力变形方式，可将裂纹分为三种类型：I型（张开型）、

II型（滑开型）、III型（撕开型），撕开型也称反平面剪切型。
                

I型 张开型               II型  滑开型                 III型  撕开型

图 1-2 裂纹的三种类型

I、II型裂纹问题属于平面问题。平面应力和平面应变是平面问题中的两种基本状态。

利用表 1-2改变 E（Young氏模量）和（Poisson比），可以使两种状态公式互换从而统

一地进行处理。

表 1-1 平面问题的两种状态

平面应力 平面应变

0 yzxzz  )( yxz  

Eyxz )(   0z

各应力、应变及位移分量均不是 z的函数

表 1-2 平面问题里两种状态的公式互换

平面应力→平面应变 平面应变→平面应力

)1(   )1(  

)1( 2 EE 2)1()21(   EE

剪切模量不变
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III型裂纹问题是反平面应变状态。平面应变状态的位移发生在 xy平面内，位移分

量为： 0u ， 0v ， 0w ，而反平面应变状态的位移发生在垂直于 xy 的平面中，位

移分量为： 0u ， 0v ， 0w 。

不考虑体积力时，单连通域平面弹性理论问题归结为求应力函数Φ使得Φ满足双调

和方程[5]

02
4

4

22

4

4

4
422 














y

Φ

yx

Φ

x

Φ
ΦΦ                               (1-9)

及具体问题的边界条件。复连通域还要满足位移单值条件。求得应力函数Φ后，可依下

式计算各应力分量

2

2

y

Φ
x 


 ，

2

2

x

Φ
y 


 ，

yx

Φ
xy 




2

                                     (1-10)

式中Φ称为 Airy应力函数。不难直接验证，若 )3,2,1( if i 均是调和函数，即

0
2

2

2

2
2 















 ii f
yx

f                                             (1-11)

则它们与 x， y的线性组合

321 yfxffΦ                                                     (1-12)

是双调和函数，即它们满足式(1-9)。

应力函数用复变函数表示时可用来解决许多裂纹问题。若复变函数 Z(z)=ReZ+iImZ，

在某区域上处处可导，则称 )(zZ 为该区域上的解析函数。设复变量 iyxz  的函数为复

变解析函数，则其导数和积分仍为解析函数。复变解析函数的实部和虚部都是调和函数，

且满足 Cauchy-Riemann条件：




























z

Z

y

Z

x

Z

z

Z

y

Z

x

Z

d

d
Im

ReIm

d

d
Re

ImRe

                                           (1-13)

设 )(z 、 )(z 为解析函数，令 )(Re1 zf  ， )(Re2 zf  和 )(Im3 zf  ，可将(1-12)

写成如下形式[6]

)]()(Re[ zzzΦ                                                   (1-14)

Irwin[4](1957)引用 Westergaard[7]应力函数(1939)建立了裂纹尖端奇异应力场。设 )(zZ 为

复变解析函数并采用以下记号

Z
z

Z


d

d
， Z

z

Z


d

d
， Z

z

Z 
d

d
                                           (1-15)
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1.2.1.1 I型裂纹

Westergaard选用如下的Φ为应力函数：

III ImRe ZyZΦ                                                   (1-16)

式中下标 I表示 I型裂纹。由于(1-16)具有(1-12)的形式，它显然自动满足双调和方程(1-9)，

依(1-10)各应力分量为















I

II

II

Re

ImRe

ImRe

Zy

ZyZ

ZyZ

xy

y

x






                                                (1-17)

对任何解析函数 )(I zZ 都可得到依上式所确定的应力，问题归结为寻求一个解析函数

)(I zZ ，同时满足考虑问题的边界条件，为了求得位移分量，只须将应力(1-17)代入物理

关系及应变-位移关系（几何关系）即可。以平面应变状态为例，将(1-17)代入平面应变

状态条件下的物理关系














])1()1[(
1

])1()1[(
1

2

2

xyy

yxx

E

E




                                       (1-18)

及几何关系

x

u
x 


 ，

y

v
y 


 ，

y

u

x

v
xy 







                                       (1-19)

并积分得




















II

II

ReIm)1(2[
1

ImRe)21[(
1

ZyZ
E

v

ZyZ
E

u





                                      (1-20)

作为 Westergaard 方法应用的例子，现讨论带中心穿透裂纹并受均匀双轴拉应力的

无限大板的裂纹尖端应力、位移场。当坐标原点选在裂纹中点时，选取复应力函数

22I )(
az

z
zZ


                                                   (1-21)

就能满足问题的全部条件

(1) 在 0y ， axa  处， 0y ， 0xy ；

(2) 在 z ，   yx ， 0xy

由于 )(I zZ 除（ axa  ， 0y ）以外是解析函数，又满足问题的边界条件，从而是

问题的解。为了计算裂缝尖端附近的应力、位移场，将坐标原点移至裂纹右尖端处。令
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az  ，式(1-21)可写为


 )(

)(I

f
Z                                                         (1-22)

式中

aaf 2)()(                                                (1-23)

图 1-3 有穿透裂纹并受均匀双轴拉伸的板

在裂纹尖端 ax  的附近，当 0 时， )(f 趋于常数。若用 2IK 表示此常数，

则有




2)(lim)(lim II00
KZf 


，或 


2)(lim I0I ZK


                (1-24)

从而在裂纹尖端附近，即  很小时，复应力函数可近似表为




2
)( I

I

K
Z                                                        (1-25)

采用极坐标 )sin(cos   irrei  ， 2/2/12/1  ier   ， 2/32/32/3  ier   ，

)2/cos()2/sin(2sin  rry  ，代入(1-25)得







 







 

2

3
sin

2

3
cos

)2(2d

d
)(

2
sin

2
cos

r2
)(

2/32/1
II

I

I
I











i
r

KZ
Z

i
K

Z

以 )(I Z 、 )(I Z  代入(1-17)得到裂纹前缘的应力场（奇异项）为
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





















 







 

2

3
cos

2
cos

2
sin

2

2

3
sin

2
sin1

2
cos

2

2

3
sin

2
sin1

2
cos

2

I

I

I
















r

K
r

K

r

K

xy

y

x

                                    (1-26)

对于平面应力问题，有 0z ；对于平面应变问题，有 )( yxz   。式中 IK 称为应

力强度因子，它表示了应力场的强弱程度。 IK 由(1-24)确定

a
a

a
ZK 













2
)2(

)(
lim2)(lim

0
I

0
I                      (1-27)

以(1-25)代入式(1-20)并注意到

)1(2  E







 

2
sin

2
cos

2
2

2

2
I

I
I







i
r

K
K

Z

得到平面应变情况下裂纹尖端的位移场

















 







 

2
cos22

2
sin

2

2
sin21

2
cos

2

2I

2I







rK
v

rK
u

                                    (1-28)

或将平面应力、平面应变两种情况写成统一形式















 





 

2
cos)1(

2

1

2
sin

2

2
sin)1(

2

1

2
cos

2

2I

2I







k
rK

v

k
rK

u

                                  (1-29)

式中










平面应变

平面应力

,43

),1()3(




k                                         (1-30)

值得注意的是基于有穿透裂纹并受均匀双轴拉伸这种特殊情况所得到的上述 I型裂

纹尖端附近的应力、位移场具有普遍的意义，即对于其他几何情况（如有限尺寸、中心

裂纹、边裂纹）、受力情况（如非均匀受力、集中力）的 I 型裂纹，裂纹尖端场的表达

式也是相同的，只要裂纹尖端附近的裂纹面上不受面力作用，所不同的只是应力强度因

子，因此，对于特定的结构只要确定 IK 就可以了。对于 II、III 型裂纹尖端也有类似的

结论，各种情况下的应力强度因子可查有关手册[8,9]。用类似方法可求 II、III 型裂纹尖

端场。

lihongchao
矩形
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1.2.1.1 II型裂纹

对于 II型（滑开型）裂纹，可取如下的应力函数

IIII Re ZyΦ                                                       (1-31)

由(1-10)及(1-18)、(1-19)可求得各应力分量及平面应变情况下位移分量

]ImRe)21([
1

ReIm)1(2[
1

ImRe

Re

ReIm2

IIII

IIII

IIII

II

IIII

ZyZ
E

v

ZyZ
E

u

ZyZ

Zy

ZyZ

xy

y

x


























                                     (1-32)

对于含有长 a2 穿透裂纹的无限大板，在受纯剪切时，可选用如下形式的解析函数

22II
az

z
Z


                                                      (1-33)

作为复应力函数，则满足全部边界条件。在裂纹尖端附近有 2IIII KZ  ，相应的应

力及位移分量如下

2a

y

x

图 1-4 有穿透裂纹并受均匀平面内剪切的无限大板





















 









 

2

3
sin

2
sin1

2
cos

2

2

3
cos

2
cos

2
sin

2

2

3
cos

2
cos2

2
sin

2

II

II

II
















r

K

r

K
r

K

xy

y

x

                                  (1-34)

对于平面应力问题，有 0z ；对于平面应变问题，有 )( yxz   。
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













 







 

2
sin)21(

2
cos

2

2
cos22

2
sin

2

2II

2II







rK
v

rK
u

                                 (1-35)

或将平面应力、平面应变两种情况写成统一形式















 





 

2
sin)1(

2

1

2
cos

2

2
cos)1(

2

1

2
sin

2

2II

2II







k
rK

v

k
rK

u

                                  (1-36)

IIK 为 II型裂纹的应力强度因子

a
a

a
ZK 













2
)2(

)(
lim2)(lim

0.
II

0
II                      (1-37)

1.2.3.3 III型裂纹

III型裂纹属于反平面应变问题。 0 vu ， 0w ，位移垂直于 xy平面，对于反平

面应变问题，其基本公式为

几何方程：
x

w
xz 


 ，

y

w
yz 


                                         (1-38)

物理方程： xzxz 


 1
 ， yzyz 


 1

                                      (1-39)

平衡方程： 0








yx
yzxz


                                            (1-40)

由(1-38)和(1-40)式得

02  w                                                            (1-41)

IIIIm
1

Zw


                                                        (1-42)

代入(1-38)、(1-39)式并注意到 ZxZ ImIm  ， ZyZ ReIm  ，得









III

III

Re

Im

Z

Z

yz

xz




                                                       (1-43)

对于含有长为 a2 的穿透裂纹的无限大板，在无限远处作用有剪应力  yz 时，可

选复应力函数为

22III
az

z
Z


                                                      (1-44)
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在裂纹尖端附近，当 0 时， 2IIIIII KZ  ，相应的应力和位移分量依(1-43)、(1-42)

式有






















2
sin

2

2
cos

2

2
sin

2

III

III

III














rK
w

r

K
r

K

yz

xz

                                                 (1-45)

III型裂纹的应力强度因子为




2lim III0III ZK


                                                  (1-46)

-

x

y

2a

图 1-5 有穿透裂纹并受均匀反平面剪切的无限大板

从而对于图 1-5的问题，有

a
a

a
ZK 













2
)2(

)(
lim2)(lim

0.
III

0
III                     (1-47)

一般情况下在任意平面问题中，裂纹尖端的奇异场是 I型和 II型结果的叠加，而对

于三维裂纹问题，在沿裂纹边界任意点的奇异场是 I、II型（平面应变）和 III型问题解

的线性叠加。

1.2.2 对Westergaard方法的修正，双轴载荷效应

首先指出 Irwin-Westergaard理论局限性的是薛昌明的论文[10]，他证明了Westergaard

应力函数只有在双轴均拉时才是准确解。以后 Eftis(1927)[11]、Rdewit(1977)[12]又讨论了

关于修正 Westergaard 方程的问题。所研究的问题集中在用奇异解所描述的裂纹尖端应

力场与准确应力场之间的差异上。上面的结果即属于奇性解。它相当于采用 Williams

特征函数展开法求解得到的应力场级数中取首项（奇性项）的结果，对于其他高阶项的

作用，Cotterell(1966)[13]指出：如果将裂纹尖端附近的应力场展开成幂级数，则级数的首
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项，即奇性主项就是应力强度因子，第二项起着控制裂纹开裂方向的作用，第三项起着

控制裂缝传播稳定性的作用，第四项是确定在裂纹延长线上最大剪应力 max 随着离裂纹

尖端的距离是增加还是减小的。Eftis(1978)[14]、Liebowitz等人(1978)[15]对裂纹尖端的应

力、位移场重新进行了分析，并指出，采用应力的奇性项一般将导致定量甚至定性的错

误结论。他们指出，不可忽视双轴载荷效应。周承惆等人(1979)[16]用闭合形式的解答讨

论了双轴载荷效应。下面是 Eftis(1978)等人对Westergaard方程的修正。

I型裂纹

ByZyZ
k

v

BxZyZ
k

u

Zy

BZyZ

BZyZ

xy

y

x
















II

II

I

II

II

ReIm
2

1
2

ImRe
2

1
2

Re

ImRe

ImRe










                                       (1-48)

这里已取 Eftis等人原文中的 )()(2 I zZz  。

II型裂纹

BxZyZ
k

v

ByZyZ
k

u

BZyZ

Zy

ZyZ

xy

y

x

















IIII

IIII

IIII

II

IIII

ImRe
2

)1(
2

ReIm
2

1
2

ImRe

Re

ReIm2










                                    (1-49)

这里已取 Eftis 等人原文中的 )()(2 II ziZz  。与上面奇性解比较可见两者相差的是与

实常数 B有关的项，常数 B由问题的应力边界条件确定，上述 Westergaard 方程的修正

结果的推导可参见[14]。

Liebowitz和 Eftis等人用Williams的特征函数展开二项近似指出：即使在张开型的

双轴载荷作用下，奇性解与准确解的应力场之间的差异也是十分明显的。周承惆等人用

封闭形式的解答得出了同样的结论。他们指出通常采用的奇性解（首项近似）并不能就

一般的意义上作为一种好的近似，平行于裂纹平面的载荷的影响表现在局部应力、位移

场级数展开式的第二项上，忽略这一项实际上等价于否认其存在，否认它们对断裂的影

响。实际上，计算表明，在双轴载荷作用下，裂纹前缘的应力、位移场、局部最大剪应

力、等剪应力线、起裂角度、弹性应变能密度和应变能率都反映出明显的双轴载荷效应。

计算和实验都表明裂纹尖端附近的等剪应力线（等色线）明显地依赖于双轴载荷系数 h，
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首项近似的奇性解的结果只在 1h 时是正确的，其他情况下均相差很远。

双轴载荷下， h对裂纹的开裂方向也有很大的影响，按 max 判据采用首项近似的

奇性解预言，图 1-6情况下，不论h为何值起裂角度 0 均为 0º。采用两项近似，  随

的变化依赖于 h的情况示于图 1-7。可见当 2h 时， max 所在的角度 0 不是 0º，而

是随着 h增大而加大，当 h ， 20   。

图 1-6 含中心穿透裂纹的板受双轴载荷作用

图 1-7  随而变依赖于双轴载荷系数 h的情形

图 1-8 斜中心裂纹受双轴载荷
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双轴载荷作用下，斜中心裂纹板的应力强度因子为


















2sin)1(
2

]2cos)1()1[(
2

II

I

h
a

K

hh
a

K
                                    (1-50)

可见只有当 1h 时，h才对 IK 、 IIK 无影响。

1.3 应力强度因子
前面已指出， IK 、 IIK 、 IIIK 分别称为 I、II、III型裂纹前缘应力场的强度因子，简

称为应力强度因子。它与坐标 r，无关，它不涉及应力和位移在裂纹尖端附近的分布

情况，而是表示应力场强弱程度的物理量。对于线弹性体，应力强度因子与载荷呈线性

关系，并依赖于物体与裂纹的几何形状和尺寸。断裂力学原理的应用很大程度上依赖于

应力强度因子。

确定应力强度因子的方法大体上可分为解析法、数值法和实验法。解析法是其他方

法的基础。由解析法推出的裂纹前缘的应力、位移场的基本方程是许多其他方法的出发

点，在解析法中，广泛使用的是复变函数法（解二维问题）和积分变换法，以及应用弹

性力学守衡律的方法等等。数值法中广泛采用的是有限单元法、边界配置法、边界积分

方程法等。在实验法中有光弹性方法、激光全息和散斑干涉法等。

下面给出几种重要情况下K的计算结果和若干计算K的简便方法。

1.3.1 具有中心穿透裂纹的无限大板

具有中心穿透裂纹的无限大板，在裂纹上、下表面受一对集中力作用，板单位厚度

上，承受的力为 P和Q，裂纹右尖端的应力强度因子为





















xa

xa

a

Q
K

xa

xa

a

P
K





II

I

                                                  (1-51)

x

y

P
Q

x

2a

图 1-9 裂纹上下表面有一对集中力

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条
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利用这个结果及叠加原理可解决其他载荷的问题。设沿裂纹面上作用着 )0,(xy 和

)0,(xxy ， axa  ，则





























x
xa

xa

a
K

x
xa

xa
x

a
K

a

a xy

a

a y

d
1

d)0,(
1

II

I







                                        (1-52)

1.3.2 无限大体中有椭圆形片状裂纹

无限大体中有椭圆形片状裂纹，受到垂直于裂纹面的均匀拉伸，椭圆裂纹边缘上任

意位置处的应力强度因子为

图 1-10 无限大体中的椭圆形片状裂纹



 2

2

2
2

0
I cossin

b

aa
K                                         (1-53)

式中 为该位置的方向与长轴的夹角， 0 为第二类椭圆积分




dsin12

0

2

2

22

0 



b

ab
                                          (1-54)

在椭圆短轴端点处 2  ，应力强度因子 IK 最大

0Imax  aK                                                     (1-55)

对于圆裂纹，即 ba  ，有 20   ，则

 aK 2I                                                       (1-56)

1.3.3 半椭圆表面裂纹并受有均匀拉应力

可采用上述深埋裂纹结果并对前后自由表面进行修正得 A点处的应力强度因子为

021I  aMMK                                                  (1-57)

式中
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

















 

w

a

a

w
M

b

a
M

2
tan

2

2
112.01

2

2

1




                                              (1-58)

当 wa  时， 12 M ，此时短轴端点的最大应力强度因子可依下式计算

0I 1.1  aK                                                     (1-59)

图 1-11 半椭圆表面裂纹

低应力脆断时，裂纹尖端有小范围屈服，即塑性屈服远小于裂缝特征尺寸，此时，

采用 Irwin[17]的塑性区修正方法，仍可应用线弹性理论结果。在计算应力强度因子时只

要将有效裂纹尺寸代替原真实裂纹尺寸即可（见第二章式(2-9)）。

yraa  0eff                                                        (1-60)

































平面应变，

平面应力

2

s

I

2

s

I

24

1

,
2

1

2





K

K

R
ry

式中 effa 为有效裂纹尺寸， 0a 为原有裂纹尺寸，R为塑性区尺寸， yr 为修正值， s 为屈

服应力。例如，上述半椭圆表面裂纹尖端处于平面应变状态，等效裂纹长度为
2

s

I

24

1











K

a

以它代入(1-59)式化简得

Q

aa
K






1.1

)(214.0
1.1

2
s

2
0

I 


                                 (1-61)

式中 2
s

2
0 )(214.0  Q 称为裂纹形状因子。

lihongchao
线条

lihongchao
线条
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图 1-12 塑性区修正

1.3.4 计算K的几种简便方法

下面介绍工程中实用的几种计算K的简便近似方法。

1.3.4.1 双梁、双板模型裂纹问题

当垂直于裂纹平面方向的尺寸较之裂纹尺寸很小时可抽象为双梁或双板模型。张淳

源[18]曾提出一种既简单又具有较高精确度的方法。这时可依下节方法先求出能量释放

率，然后利用G - K关系求出K。由于K与裂纹尖端 A 处截面上的内力素（弯矩 AM 及

剪力 AQ ）有关，所以便于工程技术人员利用熟悉的内力概念来估算 K的大小。具体计

算见下节。

1.3.4.2 第一种截面法

Morozov[19]曾提出一种近似计算平面问题应力强度因子的方法。想象用一通过裂纹

面的截面将物体切开，列出下部分的平衡方程，并考虑到应力场的渐近解(1-26)，以

Griffith裂纹为例，用平衡方程表示，由于裂纹存在所不能传递的力 a2 应与裂纹尖端应

力集中所产生的附加力 
b

r
0

d2  相平衡，b依下条件确定

 )0,(b ，或  bK 2I

即
22

I 2Kb 

平衡条件为

0d22
0

 
b

ra 

lihongchao
线条
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以 rK  2I 代入上式，得

aK I

这正是精确解。其他情况下可能得出近似解。

2a b

图 1-13

1.3.4.3 第二种截面法

Li Xiao-Wei等[20]提出另一种截面法近似计算K

aK  *

)3(
4

1
mn*  

式中 n 为净应力， m 为平均应力。

1.3.4.4 叠加法

由于同型情况（如 I型）的应力场方程都相同，K与载荷成线性关系，所以当几种

载荷联合作用时可以用叠加法求应力强度因子。对 II、III型裂纹也是这样。例如对于图

14情况有

IeIdIbIa KKKK 

因 IeIa KK  ，故

a

w
aKKK




22

1
)(

2

1
IdIbIa 

lihongchao
线条

lihongchao
线条
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1-14 叠加原理的例子

1.4 能量释放率G

1.4.1 能量释放率的计算

Griffith 的能量断裂判据可表示为：如果使裂纹面积增加 Ad 所需的能量恰好能由系

统所提供，那么裂纹就会扩展。

图 1-15

考虑图 1-15情况，设载荷为 P，施力点间的相对位移为 v，裂纹面积为 A。裂纹扩

展单位面积时系统所能提供的能量即为能量释放率。设裂纹面积虚拟扩展 Ad ，由能量

守衡定律有

UvPAG ddd                                                      (1-62)

因为 PvvP ddPv)(d  ，所以

PvΠPvUPvAG ddd)(dd                                      (1-63)

式中 PvUΠ  为物体的势能，线弹性情况下 2PvU  ，从而 UΠ  。令 PvC  ，

称为物体的柔度，对于线弹性体，有

lihongchao
高亮

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
椭圆
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22

2

1

2

1

2

1
v

C
CPPvU                                              (1-64)

(1) 固定位移（施力点固定）

0d v ，由式(1-62)有

vA

U
G 










                                                        (1-65)

对于线弹性体有

A

C
P

A

C

C

v

C

v

A
G

v


















 2
2

22

2

1

22
                                  (1-66)

(2) 固定载荷

0d P ，由式(1-63)有

PA

Π
G 










                                                        (1-67)

对于线弹性体有

A

C
PCP

AA

U

A

Π
G

PP 

































 22

2

1

2

1
                          (1-68)

(3) 载荷和位移都不固定

依式(1-62)、(1-63)有

A

P
v

A

Π

A

U

A

v
PG
















                                          (1-69)

对于线弹性体，以 2PvU  代入上式，得

A

C
PPv

AA

v
PG



















 2

2

1

2

1
                                       (1-70)

由(1-66)、(1-68)、(1-70)式可见线弹性断裂力学中的能量释放率总可以写成

A

C
PG




 2

2

1
                                                       (1-71)

它不依赖于周围结构或试验机的柔度，而只依赖于裂纹扩展所引起的柔度变化。式(1-71)

称为 Irwin-Kies关系，它提供了一个根据试件的柔度，用计算或实验来确定能量释放率

的方法。

能量释放率与应力强度因子K之间有一定的关系。下面我们先证明裂纹沿某扩展方

向的闭合能量释放率 E与系统的能量变化率相等。即考虑整个物体的能量平衡与考虑裂

纹尖端的能量平衡是等效的。

考虑单位厚度的穿透裂纹体，受任意载荷的任意形状连续介质裂纹体的能量平衡基

本方程是

lihongchao
矩形

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条
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ΓUKQW                                                     (1-72)

式中W 和Q分别为外力作用于物体的功率和热供给率，K 和U 分别为物体的动量和内

能变化率，Γ 为扩展裂纹表面上的能量耗散率。由(1-72)有

ΓUKQW                                                     (1-73)

若裂纹沿某方向虚拟扩展微小长度 0d L ，想象沿此方向已切开，并在切开面上加

上应力 ij 。如果 ij 与未切开前因外加应力而引起的应力相同，那么切开前后的情况完

全等效。假设应力 ij 逐渐松弛到零，然后考虑外加应力与 ij 联合作用下的能量方程

(1-73)，那么外力所作的功还应包括 ij 在松弛过程中对裂纹两侧表面相对位移所作的功。

由于松弛过程中 ij 的方向与相对位移相反，故此功的变化率 E为负值，此时，由于想象

裂纹扩展处已切开，裂纹无其他扩展，故 0Γ ，从而对这种情况应用(1-73)式有

0)(  UKQEW                                                (1-74)

比较(1-73)、(1-74)可见

ΓE                                                               (1-75)

即(1-73)、(1-75)是等效的，但后者只与裂纹尖端附近的应力、位移场有关，有时更便于

计算。考虑单位厚度一维裂纹体，由(1-75)有

图 1-16 裂纹顶端的闭合

t

L
UKQW

tt

L

L

E

t

E

t

L

L

E
E

d

d
2)(

d

d

d

d 

















由于不扩展裂纹的能量守衡定律，上式第二项为零，从而

t

L

t

L

L

E
E

d

d
2

d

d 





lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
箭头
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当 0dd tL 可满足上式，表示裂纹不扩展，为了确定起裂的临界状态给裂纹以虚拟扩展，

此时 0dd tL ，从而

)(2
d

d
)(  

L

E
G                                                   (1-76)

此即为裂纹沿方向扩展的 Griffith条件，在 I型裂纹的特殊情况下，(1-76)成为

IcI d

d
G

a

E
G                                                         (1-77)

aE dd 即为闭合能量率。为了计算闭合能量率，可假设裂纹闭合前、后裂纹尖端附近的

位移相同。

r
v

a

E
G y d

2

2
lim

d

d
00I 









                                             (1-78)

由(1-26)式，令 0 ，求得

rKry  2)( I                                                    (1-79)

由式(1-29)，令 0180 ，求得


8

)( I

E

rK
rv


                                                     (1-80)

或







平面应变，

平面应力

)1(

,
2E

E
E                                       (1-81)

在(1-80)中以 r 代替 r连同式(1-79)代入(1-78)并注意到

 



 1

0

2

1

2

1
1

00 2
d)1(d

1
d

1 



tttt

t

t
r

r

r

得

EKG  2
II                                                         (1-82)

类似地，对于 II、III型裂纹有

EKG  2
IIII                                                        (1-83)

EKG 2
IIIIII )1(                                                    (1-84)

假设裂纹沿本身平面扩展，将不同型的能量相加即得复合型总能量释放率


















1

1 2
22

2
III

III

K
KK

E
G                                           (1-85)

此式只有在裂纹沿本身平面扩展才正确。通常复合型裂纹扩展将发生转折，此时上式不

再适用。

lihongchao
线条

lihongchao
线条

lihongchao
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1.4.2 双梁、双板模型裂纹的能量释放率

当裂纹体在垂直于裂纹平面方向的尺寸较之裂纹尺寸很小时，可将它们抽象为双

梁、双板模型进行研究。我们曾得到一种非常简明实用的结果[18]，这些结果将一般受载

和一般约束条件下双梁（板）模型裂纹的G与裂纹尖端 A处的内力素（弯矩 AM 及剪力

AQ ）用下述简明公式联系起来，并在所论范围内具有足够的精度。

A

BP

P

h

h

a L

有
预
紧
力

无
预
紧
力

图 1-17 一般载荷和约束条件下的双梁模型裂纹

1.4.2.1 固定端双梁模型

考虑单位厚度双梁。当 1ha 时，可抽象为固定端双梁模型，此时

A

A

JE

M
G




2

I ，或
2/3I

32

A

A

h

M
K                                            (1-86)

式中 122
AhEJE  ，是 A截面处单位厚度梁的刚度， AM 是单位厚度梁在截面 A处的弯

矩。对于双悬臂梁裂纹试件，依(1-86)式有

2/3I

32

Bh

Pa
K 

a l
W

A

B

P

P

图 1-18 双悬臂梁裂纹试件
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与实验结果比较表明直到 2ha 计算结果仍然精确与实验相符（当 2ha 时， IK 的误

差仅为 0.87%）。

1.4.2.2 弹性基础双梁模型

当 3~1ha ， 5.1hL ，对于粗短裂纹体可按弹性基础双梁模型计算，此时
22

I 1 












A

A

A

A

mM

Q

JE

M
G ，或 










A

AA

mM

Q

J

M
K 1I                           (1-87)

式中 hm 4 6 ，可以证明[21]，只要 92.1hL （可放宽至 5.1hL ，误差小于 5%），可

采用式(1-87)。

1.4.2.3 固定边双板模型

当裂纹前缘处法向弯矩 nM 及板厚为常数时有

D

M
G

2
n

I  ，或
2/3

n
I

32

h

M
K                                             (1-88)

nM 为单位长度的法向弯矩， ])1(12[ 23  EhD ，为板的刚度。例如圆双板裂纹受均

布内压时

D

aq

D

M
G

64

422
n

I 

a为圆片裂纹的半径。

1.5 能量原理

1.5.1 广义 Griffith条件

能量原理是自然科学中的普遍原理，能量方法也是处理断裂力学的一般方法。断裂

力学就是 80多年前（1921年）Griffith在总结能量平衡方程中加入了表面能一项而诞生

的。Черепанов的著作[22]中提出了表示广义 Griffith 条件的能量方法。考虑均匀、各向

同性弹性体，物体及裂纹形状均任意，假设裂纹扩展过程中局部断裂永远发生在与裂纹

表面相切的平面内，因而不产生裂纹的突然转折，这时可得到推广的 Griffith条件。

限于讨论起裂，不计动能，弹性裂纹体的能量平衡方程为：

ΓUQW                                                         (1-89)

式中
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U

vvuuf

vufvuvufsnuW

V
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V

ijijjiiji

V

ijij

i
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ijiiji

V

ijiij

















2

d

d
d

d

dd],),[(

dd),(dd

0

0

















  


                         (1-90)

式中 ij ， iu ， 2),,( ijjiij uu  ， if 为应力张量、位移、应变张量、体力分量，并采

用了 Einstein 求和约定，凡重复一次的指标均将该指标取遍 1 到 3 然后求和，例如

332211 ufufufuf ii  ，U ，Q，T， s分别为物体的内能、供给的热量、绝对温度、

熵，Σ为物体的表面（包括裂纹表面 A2 ，A是裂纹面积）， in 为物体表面单位外法线向

量，V 为物体体积， 0U ， 0S 分别是单位体积的内能和熵。上面的推导用到散度公式，

平衡方程及 ij 的对称性，当然，物体由于受力变形引起的表面变化忽略不计，以式(1-90)

代入(1-89)，得

AvSTU
V

ijij
  2d)( 00                                             (1-91)

由上式推得普遍弹性理论方程

Const,Const

0

Const,Const

0

0 





























ATijASij

ij

FU


                              (1-92)

000 TSUF  为单位体积的自由能。

并推得广义 Griffith条件

Const,ConstConst,Const

Const,ConstConst,Const 00

2









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


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



































jiji

jiji

nTuT

nSuS

A

G

A

F

A

Π

A

U







一般可写成 GR  ，其中 


 snuUΠ jiij d)( 为系统的势能， TSUF  为 Helmholtz自

由能， 


 snuTSUG jiij d)( 为 Gibbs 自由能， 2R 为裂纹扩展阻力。(1-93)式把

(1-65)和(1-67)作为特殊情况包括在内，式(1-92)、(1-93)加上裂纹扩展的不可逆条件

0Σ                                                              (1-94)

表示了在弹性体中裂纹传播问题的最一般的封闭公式，它适于非均匀各向异性以及非线
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性弹性体，裂纹表面可以是任意曲面并可以有拐角线。

1.5.2 裂纹扩展的稳定性

我们来考虑由于微小干扰随着裂纹表面微小增量 Σ 有关的裂纹扩展的局部稳定性
问题。设 U ， iu ， S ， Σ 表示干扰引起的该量的无穷小变化。下述一般关系总是成

立的




 0d ΣUSTsnu jiij                                         (1-95)

上式等号相应于平衡状态（比较(1-91)式），尽管由于不可逆条件 0Σ ，这一关系式对

整个物体或其中一部分均是正确的，不等号是无穷小干扰的不可逆性，左端大于零是由

于干扰还可引起物体的动能和热耗散。

考虑线弹性、均匀、各向同性体，设裂纹表面是光滑的，在裂纹边缘任意一点附近

可视为平面应变，由式(1-95)可见欲使裂纹扩展能自发的进行（即失稳扩展），随着裂纹

的扩展函数 P应减少。

1) 等熵，常位移情况

ΣUΓUP                                                   (1-96a)

2) 等熵，常载荷情况




 ΣsnuUΓΠP jiij  d                                       (1-96b)

3) 等温，常位移情况

ΣTSUΓFP                                               (1-96c)

4) 等温，常载荷情况




 ΣsnuTSUΓGP jiij  d                                   (1-96d)

即 0P                                                           (1-97)

时，平衡状态是不稳定的，裂纹可以失稳扩展。在稳定的平衡状态下，必须取极小值，

即

0d P ， 0d 2 P                                                     (1-98)

一般地可写为

裂纹失稳的条件是

RG  ，

a

R

a

G








                                                          (1-99)

裂纹平衡稳定的条件是
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a

R

a

G








                                                         (1-100)

裂纹稳定条件是止裂理论的基础，式(1-99)1是弹性裂纹体的局部平衡条件，式(1-99)2是

这个平衡局部为不稳定的条件，而式(1-100)为裂纹平衡的局部稳定性条件。

1.5.3 裂纹扩展阻力（R曲线）

对于理想的脆性材料，平面应变情况下，裂纹扩展阻力 R 与裂纹长度无关，即

0 aR ，裂纹式稳条件化为

RG 

0



a

G
                                                           (1-101)

以恒定载荷下平面应变情况的 Griffith 裂纹为例，实验发现，平面应变情况下高强

金属的裂纹扩展阻力 R近似为常数 ICGR  ，当应力为 1 裂纹长度为 1a 时，有

R
E

a
G 




2
1

2

I

)1( 

只有当应力增至 2 时（图 1-19），才满足






























0
)1( 2

2
2

const

I

I

2
a

R

Ea

G

RG





裂纹处于失稳的临界状态，裂纹扩展时 IG 沿 CD上升，永远大于 R，这种情况下起裂点

与失稳点重合，起裂后即失稳扩展。

图 1-19 恒定载荷下的能量判据图

上面讨论了恒定载荷的情况，如果是恒定位移的情况，由于裂纹扩展后应力要下降，

因此 IG 随a的上升要比恒定载荷为慢，甚至随a可能下降。

理想脆性材料平面应变情况下的 R可视为与a无关，但是对于平面应力情况下，实

验表明，R却随裂纹扩展而变化，即使在平面应变情况下，中、低强度金属材料也有此

性质，裂纹开始扩展不一定是失稳扩展，起裂点与失稳点不重合。这是因为在裂纹尖端
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附近存在塑性区，裂纹扩展要产生塑性变形，这就会使材料硬化，要继续变形必须增加

外应力，随着裂纹扩展塑性变形更为困难，从而使裂纹扩展需要消耗的塑性功更大，即

材料抵抗裂纹扩展的阻力 R也随 a增大。描述 R随a变化的曲线称为裂纹扩展阻力曲线，

或称 R曲线，能量释放率随a的变化曲线称为动力曲线（图 1-20中过原点的射线 OA、

OB、OC、OD 等），当应力为 0 时， RG I ，裂纹不致扩展；如果应力增加，动曲线

与 R 曲线交于 B点， RG I ，裂纹可以起裂，但 IG 沿 OH增长，低于 R曲线，因此裂

纹不能在恒定应力 1 下继续扩展；应力增至 2 ，裂纹可扩展至 2a ；只有当应力增至 c ，

此时 G与 R曲线相切于 D点，由于此时

RG I

a

R

a

G






 I

保证了在 c 作用下随着裂纹扩展总有 RG I ，这就导致裂纹失稳扩展。

图 1-20 平面应力情况的 R曲线和恒定载荷下的 G曲线

图 1-21 恒定位移下裂纹扩展稳定性分析



第一章  线弹性断裂力学基础

29

在恒定位移的情况下，常常 aG  I 是负值，依条件(1-100)，裂纹扩展总是稳定的。

此外，有些受载情况下的裂纹（如图 1-22） aG  I 也是负的，图 1-22的裂纹体在恒定

载荷 P作用下，

a

P
K


I ，

aE

P
G



2

I  ， 0
a 2

2

Const

I 









 aE

PG

P 
                        (1-102)

这时，裂纹的扩展也总是稳定的。有时为了方便起见，称这种裂纹（ 0I  aG ）为稳

定型，而称 0I  aG 的裂纹（如 Griffth裂纹）为失稳型裂纹。

a a

P

P

图 1-22

从上面的讨论可见，裂纹平衡的稳定性不仅与载荷有关，还与约束情况及 R曲线有

关，值得注意的是改变上述诸因素，一个局部稳定的裂纹，经稳定扩展后可以转化为失

稳扩展。相反，适当改变上述因素可以使一个局部失稳的裂纹转化为稳定的，从而达到

止裂的目的。

由(1-99)可见 I型裂纹失稳扩展的临界条件是

IcI GRG  ，且
a

R

a

G






 I                                            (1-103)

由于 IG 与 IK 存在关系(1-82)，所以裂纹失稳扩展的临界条件可以改写为

IcI KK  ，且
a

K

a

K






 RI                                             (1-104)

IcK 称为材料的断裂韧度， IcG 是断裂韧度的能量指标， RK 是依应力强度因子所作

的裂纹扩展阻力。断裂韧度是材料的一种机械性能参数，它表征了材料阻止裂纹扩展的

能力，是材料抵抗断裂的一个韧性指标， IcK 一般随材料厚度而下降，平面应变下的断

裂韧度最底。材料的断裂韧度大都依赖温度、加载速度、环境（如腐蚀介质的存在）、

金属合金纯度及裂纹尖端区域的冶金性质、非金属材料的微观结构等。

值得注意的是，能量断裂判据只是一个必要的判据而不是充分的判据，例如，尽管

满足了失稳的能量条件，如果裂纹尖端的应力和塑性变形还不够充分，裂纹也不能扩展。

此外，虽然小范围屈服条件下，G判据与 K判据是等价的，但这是在线弹性断裂力学范

围的结论。对于像岩石、混凝土、聚合物这类材料来说，为了说明断裂的“时间效应”，

常需将它们抽象为粘弹性体，那么，K判据不再适用，它甚至不能解释在常载荷下（或

常应力强度因子下）为什么裂纹会出现延迟失稳的现象。因为依 K判据，在 K=常数下，
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裂纹如果瞬时不失稳（ IcI KK  ），以后也永远不会失稳，工程中大量出现的延迟失稳现

象（如坝体裂纹的延迟失稳，构筑物的延迟倒塌等）要求我们扬弃线弹性假设，采用更

合理的流变模型作为研究的基础，这将在第三章中讨论。

1.6 复合型裂纹

上面主要讨论了 I型裂纹的情形。实际结构中由于载荷、结构、裂纹方位及一 4各

向异性等因素往往使裂纹不是单一型的，而是 I、II、III 型的某种复合的情况，这种裂

纹称为复合型裂纹。复合型裂纹的扩展方向往往不是沿原裂纹平面的方向，而是沿着与

原裂纹平面成某一角度的方向。本章介绍复合型裂纹脆性断裂的几种主要理论。这些理

论主要是回答，什么因素促使裂纹开始扩展。着重确定两个问题：

(1) 裂纹沿什么方向开始扩展？即需要确定开裂角；

(2) 裂纹在什么条件下开始扩展？即需要确定临界点。

下面简要介绍四种主要理论：最大周向应力判据，最大能量释放率判据，最小应变

能密度因子判据及最大相当能量释放率判据。

1.6.1 最大周向应力判据

该理论是由 Erdogan和薛昌明[23]首先提出来的，其基本假设有二：

(1) 裂纹将沿  取得最大值的方向扩展；

(2) 裂纹起始扩展的判据是 max 达到某临界值 c 。

对于 I-II复合裂纹，裂纹前缘的应力场为式(1-26)、(1-34)的叠加。将直角坐标中的

应力分量 x ， y ， xy 化为极坐标中的分量 r ，  ，  r 求得 I-II复合型裂纹前缘的 

为：







  


  sin

2

3

2
cos

2
cos

2

1
II

2
I

III KK
r

                       (1-105)

为了确定开裂角 0 ，对上式求极值。利用条件 0  ，求 0 值，不难求得 0 应满

足下方程：

0)1cos3(sin 0II0I   KK                                          (1-106)

由上式求得开裂角 0 后代入式（1-105），得







  0II

02
I

0
max sin

2

3

2
cos

2
cos

2

1 



 KK

r
                           (1-107)

临界值 c 可以从上式已知的特殊情况求出，即当 0II K 时化为纯 I型，此时 00  ，以

此代入式(1-107)，得

r

K




2
Ic

c                                                         (1-108)
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依假设(2)及式(1-107)、(1-108)得到 I、II复合型裂纹断裂判据为

Ic0II
02

I
0 sin

2

3

2
cos

2
cos KKK 






  


                                  (1-109)

1.6.2 最大能量释放率判据

K.Palaniswamy[29]提出两个假设：

(1) 裂纹沿能量释放率 G 取得最大值的方向扩展；

(2) 裂纹起始扩展的判据是 maxG 达到某临界值 cG 。

实际上这一假设在[23]中就已提出，但由于求解分枝裂纹边值问题数学上的困难，

当时无法具体表达，以后关于 )(G 的计算方法有带分枝裂纹的解[25]，原裂纹的解[26,27]，

两者同时采用[28]三种。R.J. Nuismer[26]利用连续性假论，研究了最大能量释放率与最大

拉应力判据之间的关系，指出两种假设预言的裂纹起裂角相同。作为最大相当能量释放

率判据的特殊情况（ 0 时），张淳源[27]也独立地得出了上述结论。

1.6.3 最小应变能密度因子判据

薛昌明[29]提出一种基于局部应变能密度场的断裂概念，其特点是可利用原裂纹尖端

附近的应力、位移场来处理所有混合型裂纹扩展问题，不限于 I-II型。应变能密度因子

S具有方向上的敏感性。他假设：

(1) 裂纹将沿 S取得最小值的方向扩展；

(2) 裂纹起始扩展的判据是 minS 达到某临界值 cS 。

他先求得离裂纹尖端距离 r处的应变能密度为

)2(
1

d

d 2
III33

2
II22III12

2
I11 KaKaKKaKa

rr

S

v

U
                         (1-110)

)cos1)(cos43(
16

1
11 


a

)21)(cossin2(
16

1
12 


a

)]1cos3)(cos1()cos1)(1(4[
16

1
12  


a

4

1
33 a

式中 S为应变能密度因子，它表示裂纹尖端附近应变能密度场的幅度或强度。其单位是

N.m-1（或 Kg.mm-1），式(1-110)中已略去了 r的高阶项。

断裂方向 0 满足 0 S ， 022  S 。断裂判据为：当 0  时， cmin SS  。 cS
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可以从 I型裂纹的特殊情况下的 IcK 依式(1-110)确定，以 0IIIII  KK ， 0 ， IcI KK 

代入式(1-110)，得

2
Icc 4

21
KS




                                                      (1-111)

可以把有方向性的量 S理解为裂纹尖端附近的一种抗裂阻力，裂纹将向阻力最小（即 S

极小）的方向扩展。将 S分解为体积改变和形状改变两个部分

dv SSS                                                          (1-112)

不难发现在 S最小的方向，体积改变比能 vS 大于形状改变比能 dS ，这是符合经典

理论的概念的。

1.6.4 最小相当能量释放率判据

作为最大能量释放率判据的一个自然推广，计入裂纹的不同断裂机理所消耗的能量

不同所带来的裂纹尖端附近各向异性（对断裂韧性而言）这个因素，张淳源[27]提出了最

大相当能量释放率判据，它建立在较宽广的实验基础上，能较全面地反映不同材料在不

同条件下两种断裂型式（张开型和剪切型扩展）及其相互转化。该判据还考虑了双轴载

荷效应，并把一些已有判据作为特殊情况包括在内，与实验结果符合得比较好。

为了计及双轴载荷效应（有时它对断裂载荷及开裂角有显著影响），可按裂纹尖端

附近的级数展开式取二项近似。当 IK ， IIK ， IIIK 同时存在时两项近似解为
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当 0 时，在裂纹延长线上，有
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由于 IK ， IIK ， IIIK 引起的裂纹不连续位移量为
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注意式(1-119)中， u ， v ， w 除与 E有关外，完全由 IK ， IIK ， IIIK 确定。§1-4

已证明，一般情况下能量释放率 )(G 与闭合能量率相等。为了计入双轴载荷效应，可

计算裂纹沿方向虚拟扩展微小距离 0r 时的平均能量释放率
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为了计算 u ， v ， w ，假设裂纹扩展微小距离 0r 时 OO1延长线上的应力分布  ，

 r ， z 与式(1-113)相同，由于裂纹失稳扩展速度很快，应力还来不及重新分布，在临

界扩展的瞬间及 0r 很微小或 0 的极限情况下，这一假设是完全有理由的。比较式

(1-113)、(1-118)、(1-119)可见，由于现在裂纹沿方向扩展代替了沿 0 方向的扩展，

这时为了计算式(1-120)中的不连续位移 u ， v ， w ，只须在(1-119)中用 *
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IIK ， *
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代替 IK ， IIK ， IIIK 即可，以此代入式(1-120)并取 rrr  0 积分后得到沿方向虚拟扩

展 0r 时的平均能量释放率 ),( 0rG  为
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ar02                                                        (1-124)

在 0 的特殊情况下，此解与[26]一致， G 称为裂纹扩展张开能量释放率， G 称为裂纹

扩展的剪切能量释放率，后者包括滑开及撕开能量释放率两部分。

图 1-23 计算能量释放率的示意图

裂纹起裂扩展的临界判据为

),()(2),( 0c0 rGrG                                              (1-125)

)( 是有效单位表面能或形成单位新裂纹所需的有效能量损耗，其值由实验确定。不同

断裂机理所消耗的能量显然是有区别的，如张开（拉断）与纯撕开（剪断）的 cG 与 cG

一般是不同的。由于 cG 是的函数，故裂纹不一定按 maxG 的方向扩展，而是按首先满足

等式(1-125)的方向发展。

当 0G 时， c GGG  ，为纯拉断                                 (1-126)

当 0G 时， c GGG  ，为纯剪断                                 (1-127)

当 G ， G 同时存在时，它们之间的相互影响与材料有关，一般可设断裂判据为
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它满足式(1-126)、(1-127)两种特殊情况， cG ， cG 是材料常数，可在适当条件下由实

验确定。m，n与材料有关，对于高强度低韧性材料 mn  （一般可取 1m ， 2n ），

对于低强度、高韧性材料 nm  （一般可取 2m ， 1n ），对于中等韧性和强度的材料

可取 1 nm 或 1.5，式(1-128)可写为下述方便的形式
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式中 xdG 称为相当能量释放率，用以考虑 cG 和 cG 等不同的影响， n-mG /1
c

2
  ，
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2

 GG ， cG ， cG 通常可通过 I、II、III型裂纹分别在拉断及剪断条件下求得，

（注意：在低应变应力条件下，I型裂纹也可能发生剪切型扩展，一般可取 Icc GG  （拉

断时）， IIIcc GG  ，故得复合型裂纹扩展规律如下：

(1) 裂纹将沿 xdG 取得最大值的方向扩展
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(2) 裂纹起始扩展的判据是 maxxdG 达到某临界值 IcG ，即
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当 1 nm 时，有
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只有当 12  nm 时才与 maxG 判据重合，此时

Icmaxmaxxd GGGGG                                            (1-133)

以 I-II 复合型裂纹为例，此时 0III K ，设 0I K ，为明确计取 1 nm ，此时
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由(1-130)得断裂角度应满足下方程
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图 1-24 为带中心斜裂纹单轴均匀拉伸情况下由(1-135)、(1-133)、(1-134)计算出的

断裂角度 0 及无因次能量释放率
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与实验结果的比较。式中用

 2
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代入虚线为 minS 理论的结果。

图 1-24 单轴均匀拉伸时断裂角度和断裂载荷比值与实验结果[30]的比较

maxxdG 判据包括如下特殊情况[27]

(1) 当 IK 、 IIK 、 IIIK 单独存在，与G或K判据相同。

(2) 当 0III K ， 0 ，及拉断情况下与 max 判据相同。

(3) 当 0III K ， 0 ， 0I K 及剪断情况下与 )(max K 判据[31]相同。

(4) 当 0II K ， 0I K ， 0 ， 1 nm 时与 maxG 判据相同。

(5) 当 0II K ， 0I K ， 0 ， 1 nm ， )1()21(   时与 minS 判据相同。

(6) 当 0II K ， 0I K ， 0 ， 1m ， 0n 时与 max 判据相同。
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maxxdG 判据是在总结大量实验结果的基础上对 maxG 判据的推广，它差不多保留了上

述各理论的优点，并推广到更广阔的适用范围，并使我们对不同材料，不同条件下复合

型裂纹的扩展规律及两种扩展型式的转化有一个比较全面的认识。

1.7 讨论

在断裂力学这个总课题中，线弹性断裂力学发展比较成熟，已用于解决脆性断裂和

准脆性断裂问题。后者指裂纹尖端有小范围屈服的情况，经过塑性区修正仍可应用。在

疲劳及应力腐蚀等问题中也有其应用。各种情况下的应力强度因子已编成手册，并制订

有一些规范供工程计算之用。但这并不是说线弹性理论已经很完善，相反近年来有些学

者[32,33]提出一些很基本的看法，有些看法甚至动摇了线弹性力学的理论根基，表明还有

必要完善其理论基础。有几个基本问题

(1) 关于表面能。表面能从 Griffith时代开始就被认为是常数，并且其含义有各种不

同的理解和解释，但实验指出：自行扩展的裂纹表面能与裂纹扩展速度有关，环境的影

响也会改变表面能的值。Eftis等考虑料其他表面物理量提出了热力学表面能的新定义，

但 Eftis[32]等认为由于表面量的加入使得从整体能量平衡来推得局部能量平衡的可能性

就不存在了。张淳源[33]得到，考虑表面量后不但仍可从整体平衡方程推得体内的局部平

衡方程，而且可以同时推得新裂纹表面上的局部平衡方程。

(2) 断裂是不可逆过程。物体一旦分为二，如果把引起断裂的载荷方向改变，其他

条件不变，物体不会自动合起来。Griffith只考虑了热力学第一定律，而未考虑热力学第

二定律。即裂纹扩展时，开裂物的总熵产生率必须大于或等于零。Eftis等指出了经典断

裂理论的矛盾，不可逆过程必然与熵的增加有关。因此不可逆的裂纹扩展，一定也以某

种方式增加开裂物体的熵。可是对于引起脆断的场合，对于开裂物体总是被抽象为线弹

性体。有热过程的弹性介质中，任何熵增加都是由于热传导的结果。而如果弹性介质理

想地受绝热或等温变形的约束（通常经典理论是如此假设的），熵是不可能增加的。裂

纹扩展应使熵增加，但开裂的弹性物体并无含热的部分，又如何能使熵增加呢？Eftis

并未解决此矛盾。张淳源[33]得出了全新的结论：只要裂纹在扩展，就不可能是纯粹的力

学过程，必然伴随着热传导和熵产生。这就对经典断裂理论提出了挑战，断裂力学中不

可能有如经典理论假设的那种“等温”或“绝热”过程，断裂必然伴随着热传导和熵产生。

在这个意义上，经典断裂理论是热力学不相容的。

当然，上述看法并不妨碍线弹性断裂力学在工程中的应用，也并未全盘否定它，而

是象所有学科的发展一样，新理论扬弃旧理论，保留其合理的内核并使其向前发展。
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第二章 弹塑性断裂力学基础

2.1 引 言

在第一章中我们把裂纹体抽象为线弹性体，裂纹顶端存在应力奇异性。实际材料（特

别是金属）常呈现屈服现象，裂纹尖端附近存在一个塑性区。当塑性区尺寸远较裂纹尺

寸为小时，称为“小范围屈服”。此时由于塑性区周围的广大区域仍为弹性区，因而，

线弹性断裂力学的分析结果具有较好的精确性。如果再加上塑性区修正，还将得到更加

符合实际情况的结果，小范围屈服下的断裂，称为“准脆性断裂”。高强度和超高强度

钢材一般多属于此种情况。当塑性区尺寸接近或超过裂纹尺寸时，称为“大范围屈服”。

“大范围屈服”下的断裂，称为“弹塑性断裂”。例如应用最广的中、低强度钢，除了

温度很低、截面很厚、应变速率很高的情况以外，一般都呈弹塑性断裂模式。这种情况

下，线弹性断裂力学不再适用，要用弹塑性断裂力学来解决。用弹塑性断裂力学来处理

裂纹问题比较困难，弹塑性断裂力学还处在发展阶段。目前只能对 III 型裂纹求得裂纹

尖端的弹塑性精确解，对于 I、II型问题暂时还得不到精确解。由于“全场解”很难求，

人们首先着手求“局部解”。所谓“全场解”即为满足外部边界条件的解。对于小范围

屈服的情况，要求满足远处 K场的边界条件；而对于大范围屈服的情况，则要求满足实

际的边界条件。所谓“局部解”是指在裂纹附近的主奇异解，它实际上是 0r 的渐近解，

除了裂纹表面自由条件以外，不要求满足远处的边界条件。1968年 Hutchinson[1]及 Rice

与 Rosengren[2]发表了著名的 HRR奇异解，它为弹塑性断裂力学提供了一个理论的起点。

HRR 奇异解是建立在塑性变形理论及无卸载假定基础上的，实际上相当于物理非线性

弹性理论，假定应力-应变关系为 Ramberg-Osgood型的，对于幂硬化材料，在单向拉伸

条件下为

1,
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为硬化系数， 0 为屈服应力， E00   。一般情况下，有
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上式右端前两项相当于弹性情况，最后一项对应塑性变形， ijs ， e 和 ij 分别为应力偏

量，等效应力和 Kronecker 符号。
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Mises的屈服条件是 1/ 0e  。依上述物理关系得到的 HRR奇异解为
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而称
)1/(1
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为塑性应力强度因子。 J为 J积分（见 2.4节）， nI 为与n有关的积分。例如对 I型平面

应变情况，n在相当大范围内变化的实际金属结构材料 5.5~4.4nI 。由(2-4)可见，J积

分此时确定了应力、应变场的强度。

图 2-1 幂硬化材料

许多研究者对 HRR 解进行了进一步的研究，讨论它的适用范围，利用它研究断裂

准则，使它逐步获得广泛应用。可是，当人们研究起裂以后的裂纹扩展问题时，HRR

解的弱点更加显露出来。因为裂纹一旦起裂，就会在裂尖附近出现严重的非比例塑性变

形与卸载，这就使得 HRR 奇异解所由建立的基础被否定了， J本身也失去了意义。但

幸好有人指出在一些较强的条件下（例如裂纹扩展量非常小，材料的 J阻力曲线斜率非

常陡等）裂纹扩展也仍然受 J的控制。近年来为了克服 J控制扩展理论的局限性，国内

外一些学者作了很多工作，进一步研究扩展中裂纹尖端周围的应力与应变场，并在此基

础上建立以裂纹附近某些物理量（如裂纹前方的应变或裂纹后方的裂纹开口形状）为基

础的“近尖端断裂准则”。有关这方面的近况及系统介绍请参阅[3,4]。

作为工程计算，本章着重阐述目前应用最广的 COD理论及 J积分理论。
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2.2 裂纹尖端模型

裂纹尖端塑性区的形状由弹塑性问题的精确解确定。但到目前为止 I、II 型裂纹前

缘的弹塑性精确解还未得到。在“小屈服范围”的情况下，可利用线弹性裂纹尖端场及

Mises屈服条件求得未考虑应力松弛的塑性区边界曲线方程
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在裂纹延长线上， 0 ，故塑性区尺寸为

-0.4 0.0 0.4 0.8 1.2

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

r/
(K

I/


2 s)

r/(K
I
/2

s
)

 Planar stress 
 Planar strain

图 2-2 塑性区示意图
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上式可统一写为
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ys 为有效屈服应力，平面应力时 sys   ；平面应变时 )21/(sys   。不过对于厚试
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件，表面仍为平面应力情况，实际有效屈服应力由实验测得为 s
4/3

ys 2   。代入式(2-7)

得到塑性区尺寸为

































平面应变，

平面应力

2

s

I

2

s

I

0

24

1

,
2

1





K

K

r                                  (2-8)

上面的分析还没有考虑由屈服区塑性变形引起的应力松弛，裂纹平面上原来的应力

分布为

rK  2/Iy 

图 2-3 塑性区应力松弛效应

见图 2-3中的 AB曲线，应力松弛后改为 CEF曲线，假设弹性区内应力积分不变，即曲

线 EF和曲线 DB下的面积相等。由于松弛前后的应力积分后应与外载平衡，所以

 /2d 00 yys
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以(2-7)，(2-8)代入上式，得到考虑应力松弛后塑性区尺寸为
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这就是第一章进行塑性区修正在计算有效裂纹尺寸时曾用过的公式(1-60)，这些都是近

似结果。
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由于精确的弹塑性分析很复杂，作为工程计算，通过实验观察和理论分析建立适当

的计算物理模型可以大大简化弹塑性的数学分析。

Dugdale[5]通过软钢薄板裂纹前缘的塑性区观察发现：塑性区集中在与板面成 45o的

横向滑移带上（图 2-4），当塑性区长度R比板厚 t大得多时，塑性区可理想化为呈尖劈

形向两边延伸。窄条塑性区可以用附加切口代替，沿着该表面上作用着代替塑性变形材

料的应力 0 ，这样，就把裂纹的弹塑性问题归结为“裂纹-切口模型”的弹性问题了。

Dugdale认为区域Ω内为塑性区，将 0 理解为屈服极限，平均分布于Ω表面上。计算中

近似取窄条屈服区的高度为零。由于解除了约束，窄条区上、下表面可能存在相对位移，

造成位移间断，并认为这一位移间断，就是实际由于塑性变形的发展和伴随着裂纹尖端

钝化所产生的张开位移。

图 2-4 平面应力情况下裂纹尖端塑性区

Barenblatt[6]曾提出一种假说：认为线弹性断裂力学的应力分析中，由于裂纹半径趋

于零引起无限大的应力集中，而实际上这种应力集中是不可能的。他认为在裂纹尖端存

在一微小区域称为内聚区。在此区域内存在原子间相互作用力，依物理定律这种相互作

用力取决于可与原子间距相比的距离 )(2 xv ，这意味着在区内切口表面间没有材料。

他认为原子间吸引力 与拉开距离 有 )(  的函数关系，当张开位移超过某临界值
*  则 0)(  ，如果 0)(   ，则 Barenblatt 模型相当于 Dugdale 模型，所以统称

为 Dugdale-Barenblatt模型或 D-B模型。由于 Dugdale应用 Muskhelishili解决求得了这

个塑性区尺寸，故有时也称为 D-M 模型。与此相似还有从位错连续统理论出发，对平

面应力和反平面应变的弹塑性断裂理论进行分析，所得到的张开位移、撕开位移公式与

D-B模型结果相同，该模型称为 BCS模型[7]。由Леонов和Пачасюк[8]所提出的 k 模型

也是在裂纹延长线上引入所谓的弱联结区，它是一个长 R的切口，在其两侧上作用着自

成平衡的应力 0 ，它等于脆性强度极限。他们还假设仅在张开位移小于某常数 k 时弱

联结区两侧面才相互作用。
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图 2-5 裂纹尖端模型

上述模型除物理解有所不同外，从数学上看均是属于裂纹-切口模型，在切口上作

用着自成平衡的分布应力 0 ，依 Knauss的计算结果表明，这一分布应力情况对最后结

果不起显著影响。通常为了简单起见取它为平均分布的应力 0 。

2.3 裂纹尖端张开位移(COD)理论

裂纹张开位移(Crack Opening Displacement)理论，简称 COD理论，或裂纹顶端张开

位移(Crack Tip Opening Displacement)理论，简称 CTOD理论，是Wells(1961)[9]首先提出

来的。实验与分析表明，裂纹体受载后裂纹尖端附近的塑性区导致原裂纹尖端处表面张

开，这个张开量用 表示。Wells 认为，当裂纹张开位移 达到临界值 c 时，裂纹就将

扩展，取 c 作为材料的断裂韧度指标，则相应得断裂判据为

c                                                               (2-10)

临界值 c 可依实验来测定。通常采用小型三点弯曲试件来测定 c 值，可参阅我国 1980

年规定的“裂纹张开位移试验方法 GB2358-80”国家标准。

COD 的计算有不同的方法，以下介绍依常用的 D-B 模型计算 的方法。为此，首

先计算塑性区尺寸 R。显然依 D-B模型计算出的 R将不同于依线弹性理论按小屈服范围

情况得到的近似结果式(2-9)。由于塑性区和弹性区的应力连续过渡，因此在塑性区尖端

（ Lx  处）应力应该没有奇异性（图 2-5）。由于问题已化归线弹性问题，故可用叠加

原理求在外载及 0 联合作用下由长度为 RaL  的假想裂缝的应力强度因子。根据该顶

端应力应该有限（或无奇异性）的要求，该应力强度因子应为零。
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图 2-6

0c
I

b
I

a
I  KKK

由第一章已知式(1-27)，(1-52)

LK b
I

L

a

L

L
x

xL

xL

LxL

xL

L
K

L

a

1000c
I cos

2
d 

















  








由上三式求得











02
cos




L

a
                                                      (2-11)
















  1

2
sec1

0


a
a

L
aaLR                                     (2-12)

为了计算裂纹尖端张开位移 ，可在真实裂纹两个顶端处（即求 处）各加一对虚
力 P，设U为弹性应变能，当载荷一定时， AUG  /I ，由卡氏定理

P

U
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lim                                                         (2-13a)

可写为
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依叠加原理求出在外载 ， 0 及 P联合作用下的 IK ，代入 EKG /2
II  后再代入(2-13)积

分得
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按 )2/( 0 在 0)2/( 0  处展开为级数得
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上式建立了小范围屈服条件下 COD与 IK ， IG 之间的关系。

裂纹张开位移判据在一定程度上能预计大范围屈服下的断裂。在处理平板的断裂，

在中、低强度钢焊接结构和压力容器断裂安全分析和选材中都得到广泛应用。实践证明

COD方法是很有效而简单的方法，但由于张开位移 不是一个应力、应变场的直接描述

参量，究竟如何定义 COD 才能反映裂纹尖端地区有效的应力应变场的强度还有争议。

COD判据的使用目前还是经验性的。目前有一种意见是把 COD和 J积分联系起来，利

用 J积分可为 COD提供一些理论基础和分析手段。

2.4 J积分理论

2.4.1 J积分定义及其性质

在线弹性断裂力学中应力强度因子刻划了应力场的强度。在弹塑性断裂力学中，人

们也希望寻找描述弹塑性断裂的控制参量，以便建立断裂判据。Rice[10]应用全量理论避

开求解裂纹前缘的弹塑性应力、应变场的数学困难，提出了平面裂纹问题的 J积分理论。

J积分的定义是
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Γ
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



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
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
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                                          (2-16a)

利用 Einstein求和约定，上式可写为
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
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Γ
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i s

x
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TyWJ dd                                               (2-16b)

式中


lm

ijijW



0

d                                                       (2-17)

为应变能密度， xT ， yT 是作用在围道Γ上的应力分量，u，v是该处的位移分量。Γ是

从裂纹自由表面上任一点开始，逆时针绕过裂纹尖端塑性区，而终止于裂纹另一自由表

面上任一点的任意积分回路。

J积分有明显的物理意义。它表示裂纹扩展单位长度时，每单位厚度中流入围道Γ

的能量。为了说明此点，可取坐标系Oxyz随裂纹尖端平行移动，坐标原点放在裂纹尖

端。设围道随裂纹尖端一起平动，则作用于围道上牵引力所作的功等于
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 
Γ yx svTuTBJ )ddd(

B为裂纹体的厚度。材料中各点变化为 ax dd  ， 0d y ，所以

a
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y
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
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从而牵引力的功可写为
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围道平动时，右侧进入围道的体积使围道内的弹性应变能增加，而左侧退出体积将减少

围道内的弹性应变能，其变化为

 
ΓΓ

yWaByaWB dddd                                               (2-19)

积分应依Γ的正方向求积，右侧 0d y ，在左侧 0d y ，将(2-18)，(2-19)两项加起来就

是裂纹扩展 ad 时流入围道Γ的能量
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表示裂纹扩展单位长度时，每单位厚度中流入围道Γ的能量。

图 2-7 J积分的围道

J积分具有积分值与路径无关的特性。要证明围绕尖端塑性区在内的任意围道 1Γ和

2Γ具有相同的 J积分值，只要证明在任意不包含尖端塑性区在内的闭围道Γ上的 J积
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分为零。取 BAΓCDΓΓ  )( 2 ，又由于沿CD及 BA的 J 积分为零（因 0d y 及

0iT ），则沿 1Γ与沿 2Γ的 J积分值必须相等。下面来证明沿Γ的 J积分为零。

图 2-8

设 xx 1 ， yx 2 ， ij ， ij ， iu 是在单连通域 ΓD 的边界Γ内或Γ上的不含有奇

异性的场方程的解。 J积分可写为如下形式

  
Γ xijijxΓ sunWnJ d)( ,                                             (2-20)

这里用到 sny xdd  ， snx ydd  ， jiji nT  。依 Green公式
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从而

0d)( ,   
Γ xijijxΓ sunWnJ                                           (2-21)

证明中用到 ijij W   / ， jiijjiij uu   2/)( ,, 及无体力的平衡方程 0, jij ，这正是 J

积分守恒性成立的前提。第一点要求 ij 由 ij 唯一确定，因而，对于弹塑性体不允许卸

载；第二点要求变形为小变形；第三点要求不计体力。

2.4.2 J积分与能量释放率 G之间的关系

由于 J积分不依赖于路径，只要围道始终包含裂纹尖端全部塑性区，可使围道Γ向

尖端收缩，这样就可认为 J积分就是裂纹扩展单位面积时流向裂纹尖端的能量。在小范

围屈服条件下 J积分等于线弹性能量释放率G。事实上若取Γ为二维裂纹体（其面积为）

的边界曲线，则总势能为
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  
A Γ

yx
T

svTuTByxWBΠ d)(dd                                       (2-22)

TΓ为有牵引力的那部分围道，等号右端第一项为弹性应变能，第二项为牵引力势能，

它等于牵引力 iT 通过位移 iu 到势能为零的位置过程中所作的功。势能的降低 Πd 等于

流向裂纹尖端的能量 AJd ，从而

AΠJ d/d                                                        (2-23)

换句话说， J积分是对于裂纹面积的势能的减少率。在小范围屈服条件下， J积分就等

于能量释放率G。对弹塑性材料，只要不出现卸载， J积分仍由(2-23)确定，可见 J积

分是线弹性能量释放率G的一种推广。

J积分理论认为，当 J积分达到临界值 cJ 时，裂纹就要扩展。因此在弹塑性情况下

可用 J作为参量来建立断裂判据

cJJ                                                               (2-24)

J积分守恒性要求不允许卸载，但由于裂纹在亚临界扩展时总要引起局部地区卸

载，所以严格地说，上式只能是起裂判据。从 HRR 奇异解(2-4)可见，在弹塑性或非线

性弹性情况下裂纹尖端的应力、应变奇异性强度由 J积分值和材料形变硬化特性参量

和 n等所确定。当材料确定时，裂纹尖端地区塑性应力和应变场奇异性就由 J积分这个

参量所确定。下面我们给出 J积分的形变功率定义。

在 1.4节中我们根据能量守恒定律得到一般情况下（式(1-69)）
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在推导上式并未涉及材料是线弹性的事实，因而对于非线性弹性体也适用。由于 J是裂

纹扩展单位面积时流入裂纹尖端的能量，所以采用相同的方法可推得在一般情况下（载

荷、位移均不固定时）有
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它适用非线性弹性或弹塑性（不许卸载）材料。

由图 2-9可见
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d                                                          (2-26)
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在常载荷的情况下， 0d P ，从而
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∆

①JdA=-(dU)，常位移；②JdA=-(d)P，常载荷；③JdA=-d-dP=-dU+Pd，一般情况

图 2-9 J的形变功率定义
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在常位移的情况下， 0d Δ ，从而
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式(2-25)，(2-26)，(2-29)就是 J积分的形变功率定义。如果知道 P -Δ加载曲线与试件几

何尺寸及裂纹尺寸的函数关系 ),( ΔafP  或 ),( PaΔ  ，则由于 J积分与宏观可测参量

（载荷 P，位移Δ，不同裂纹面积时的加载曲线 P -Δ，或其下的面积即形变功等）联系

起来了，因此这些定义便成 J积分实验标定和解析分解的基础。

2.4.3 J积分与 COD之间的关系

现在，我们在D-B模型的范围内来研究 J积分与COD的关系。选取塑性区边界ABC

作为积分路径Γ（图 2-5），由图可见沿所选积分路径 ABC有

0d y ， xs dd  （在 AB段）， xs dd  （在 BC段）

0xT ， 0yT （在 AB段）， 0yT （在 BC段）

代入 J积分表达式，得
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从而

 sJ                                                            (2-30)

推导上式时没有考虑材料硬化作用，且裂纹尖端处于理想平面应力条件下，即认为裂纹

尖端处材料变形不受沿板厚方向的约束，因而不产生三向应力状态。实际情况与此有别，

应进行修正

 skJ                                                            (2-31)

其中 0.2~1.1k 称为 COD减少因子。具体数值取决于物体和裂纹几何特征、裂纹尖端

应力状态、材料的硬化特征等因素。

J积分理论为解决中、低强度材料大型构件的断裂问题开辟了道路，但 J积分全量

理论在理论上也存在重大限制，如限于小变形情况，塑性区内不允许卸载等。虽然目前

还存在不少异议，但从工程应用容许的近似角度看，通过引入某些修正，通过实验建立

保证 J积分方法近似有效的几何尺寸要求和有效性判据， J积分在工程结构断裂分析和

断裂韧度实验分析中的应用将大为扩展。

关于积分变分原理及其应用和断裂韧度G
~
等可参阅文献[11]或其他有关文献。
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第三章 线黏弹性断裂力学基础

3.1 引 言

任何一门学科都有它的基本假设，它们确定了该学科的研究范围。基本假设是抓住

事物的基本因素，撇开次要因素而作出的，随着生产的发展，某些次要因素转化为主要

因素，这就要求人们扬弃原有假设，代之以新的基本假设。基本假设的深度反映了人类

对客观世界真认识的深度。无论是线弹性断裂力学还是弹塑性断裂力学都无法解释诸如

“延迟失稳”，裂纹体的“寿命”等“时间相依”问题。不少工程材料和聚合物、复合

材料、有色金属、岩石、混凝土、土、骨骼组织等在常温下就明显地表现出“时间效应”。

这就要求正确选择流变模型作为材料物理方面的基本假设。袁龙蔚、张淳源等为了研究

湖南柘溪水电站混凝土坝坝墩裂纹的产生和扩展，发表了“流变断裂学”方面的论文。

袁龙蔚[1-9]论述了流变断裂学的理论基础，引进了“粘弹对应原理”并将其用于断裂问

题。张淳源[9-18]把 Griffith-Irwin的线弹性断裂力学的理论推广到线性黏弹性的情形，提

出线黏弹性断裂力学的基本理论及延迟失稳的新概念。该理论得到已有实验的验证，并

很好地解释了湖南柘溪水电站混凝土坝坝墩裂纹延迟八年才失稳的原因。龚安特[19]讨论

了混凝土三维裂纹的热黏弹性断裂问题。周筑宝[20-22]对裂纹尖端附近存在初始塑性损伤

的蠕变断裂作了分析。李之达、刘吉甫、张淳源[23]还作了混凝土裂纹体的延迟失稳实验。

流变断裂学是流变学与断裂力学交缘的一门新学科。它从历史发展的观点出发，把

连续的流变与不连续的断裂在热力学相容的原则下结合起来。它的建立与发展必将有着

广泛的应用前景。流变断裂学是从流变力学的观点出发，将材料统一地视为具有不同本

构方程的流变体来研究这种流变性固体中裂纹发生、发展规律的学科，是研究带裂纹流

变体的强度和寿命的学科。由于所论流变体设计各种材料，因而有着广泛的应用范围。

流变断裂学把带裂纹体随时间的运动与变形视为从一个拓扑空间到另一个拓扑空

间的映射，当裂纹体不扩展时，这种映射是连续可微同胚。 即指映射: S→T(S，T是两

个拓扑空间)是一一对应的，与-1都是连续可微的。当裂纹扩展时，开裂处映射不再连

续，开裂处映射也不是一一对应得，相应的映射成为奇异的。

流变断裂学认为[1]：物体的断裂是一个具有记忆的历史过程，是一个能量耗散的过

程，是一个不可逆的热力学过程。

断裂是一个具有记忆的历史过程。带裂纹固体的断裂不仅仅是由于现时载荷引起的

瞬时现象，而是一个历史过程。它不仅与现时载荷有关，一般说还与整个加载历史有关。

过去的载荷对现时的变形产生影响，从而这个意义上我们说这种材料具有“记忆”。离

现时愈久的过去载荷比离现时较近的过去载荷对现时变形的影响要小，称为“记忆衰

退”。这样可以把材料视为遵循“记忆衰退原理”的材料，而热流变性记忆材料在时间
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与温度的一定条件下可以定义为一种黏弹性记忆材料，所以对黏弹性断裂的研究显得特

别重要。

断裂是一个能量耗散过程。对于黏弹性体，由于黏性的存在在物体内部各点随着裂

纹体的变形要消耗能量。裂纹扩展过程中在裂纹尖端扩展的裂纹表面上及尖端附近塑性

区内均要不断地消耗能量。所以整个过程也是一个能量耗散过程。

断裂是一个不可逆的热力学过程。物体断裂后是不可恢复的，不可逆过程必然与熵

的增加有关，只有从非平衡（不可逆）连续介质热力学的观点来研究断裂问题，才会使

流变断裂学建立在严密的理论基础之上。

根据流变模型的不同选择，流变断裂学又可细分为黏弹性断裂力学、黏弹塑性断裂

力学、热黏弹性断裂力学等等。

3.2 微分型本构关系

黏弹体与线弹性体的主要区别就在于物理关系，即本构方程。线弹性体的本构方程

就是我们所熟知的 Hooke定律，它是关于应力和应变间的代数方程。描述黏弹体的本构

方程有两大类：一类是依赖模型理论得到的微分型本构关系，应力与应变间由微分方程

相联系；另一类是依 Boltzmann叠加原理得到的积分型本构关系。两者有一定的联系，

模型理论较形象易懂，但积分型本构关系能描述更广泛一类黏弹性材料。

黏弹性体的应力-应变关系可由两种基本元件串联或并联组成。一种是弹簧，弹簧

服从 Hooke定律=2，为了适应张量的需要，的定义与材料力学中略有不同。另一种

是黏壶，黏壶服从 Newton 黏性定律，  2 ，为黏性系数。下面列出各种常见流变

模型的本构方程松弛模量与蠕变柔量。单位阶跃剪应变(t)U(t)作用下，剪应力随时间

变化的规律称为松弛模量 G(t),

图 3-1

)()()()( tUtttG                                                       (3-1)

单位阶跃剪应变(t)U(t)作用下，剪应变随时间变化的规律称为蠕变柔量 J(t),

)()()()( tUtttJ                                                       (3-2)

式中 U(t)是 Heaviside单位阶跃函数，
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







0,1

0,0
)(

t

t
tU                                                      (3-3)

dU(t)/dt=(t)为 Dirac单位脉冲函数(t)，









0,0

0,

d

)(d
)(

t

t

t

tU
t                                              (3-4)

而且





 )0(d)()( ftttf                                                    (3-5)

图 3-2 (a)单位阶跃函数；(b)单位脉冲函数

1) 弹簧，以[H]表示，也称 Hooke体。

本构方程：  2 -

松弛模量： )(2)( tUtG                                               (3-7a)

蠕变柔量： )(
2

1
)( tUtJ


                                              (3-7b)

2) 黏壶，以[N]表示，也称 Newton体。

本构方程：  2 -

松弛模量： )(2)( ttG                                                (3-9a)

蠕变柔量： )(
2

)( tU
t

tJ


                                              (3-9b)

3) Maxwell体[24]，以[M]=[H]-[N]表示，短横表示串联。

本构方程：   11 ba  ， rel1 /  a ， 21 b -

松弛模量： )(exp2)(
rel

tU
t

tG 










                                   (3-11a)

蠕变柔量： )(
22

1
)( tU

t
tJ 











                                      (3-11b)

式(3-11a)可从微分方程(3-10)中令 )()( tUt  ，然后解微分方程求出，式(3-11b)可由串联

的弹簧及黏壶的蠕变柔量相加而得。 rel 具有时间量纲成为“松弛时间”。Maxwell模型
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反映了瞬时弹性和黏性流。

图 3-3 Hooke体         图 3-4 Newton体       图 3-5 Maxwell体

4) Kelvin体[25]，以[K]=[H]I[N]表示，竖线表示并联。

本构方程：   10 ba ， /10 a ， ret1 /  b -

松弛模量： )(2)(2)( ttUtG                                       (3-13a)

蠕变柔量： )(exp1
2

1
)(

ret

tU
t

tJ 




















                          (3-13b)

式(3-13a)可由并联的弹簧及黏壶的松弛模量相加而得，式(3-13b)可从微分方程(3-12)中

令 )()( tUt  ，然后解微分方程求出。 ret 具有时间量纲成为“延迟时间”。Kelvin 体反

映了延迟弹性。

总之，当弹簧串联时，蠕变柔量为各串联模型蠕变柔量之和；当模型并联时，松弛

模量为各并联模型松弛模量之和。

5) 标准线性体，以[H]-[K]表示。

本构方程：  )()1( 011 bDbDa                                        -


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b

松弛模量： )(exp112)(
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                      (3-15a)

蠕变柔量： )(exp1
2

1

2

1
)(

ret21
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t

t
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



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式中 tD d/d 为微分算子。标准线性体反映了瞬时弹性和延迟弹性。

6) Burgers体，以[M]-[K]表示。

本构方程：  )()( 1
2

01
2

2 DbDaDaDa                                -
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松弛模量： )()exp()exp(2)( 2
23

21
3

32

31
1 tUtp
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蠕变柔量： )(
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
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Burgers体反映了瞬时弹性、黏性流和延迟弹性。

图 3-6 Kelvin体          图 3-7 标准线性体             图 3-8  Burgers体

图 3-9 各种黏弹体的松弛模量与蠕变柔量

7) 广义 Kelvin模型与延迟谱，以[H]-[K]-[K]-… … -[K]-[N]表示。

对呈现延迟弹性的物体，由延迟时间为 )1(
ret ， )2(

ret ，… …， )(
ret

n 的多个 Kelvin模型串
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联组合有时能更接近实验结果。若再串联弹簧及黏壶，就可得到广义 Kelvin体，其蠕变

柔量为

)(
2

exp1
2

1

2

1
)(

1
)(

ret0

tU
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tJ
n

i
i
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
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
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
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                          -

以上延迟时间是离散分布的，如果延迟时间是连续分布的，将具有延迟时间 ret 和

retret d  之间的结构对 )(tJ 的贡献用

ret
ret

ret dexp1)( 


 



















t
f

表示，则式(3-18)可写为
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由于 ret 从 0到之间变化，所以用 retlog 来代替 ret 较为方便，此时定义

)()(log retretret  fL 

可将式(3-19)写为
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式中 )(log retL 称为“延迟谱”。如果给出延迟谱， 0J ，等，物体的蠕变柔量就可完全

确定。延迟谱可通过实验确定。

8) 广义Maxwell模型与松弛谱，以[H]I[M]I[M]I… … I[M]I[N]表示。

对呈现松弛现象的物体有时用松弛时间为 )1(
rel ， )2(

rel ，… …， )(
rel

n 的多个Maxwell模

型并联更能接近实验结果。若再并联弹簧及黏壶，就可得到广义Maxwell体，其松弛模

量为
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以上松弛时间是离散分布的，如果松弛时间是连续分布的，将具有松弛时间 rel 和

relrel d  之间的结构对 )(tG 的贡献用
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rel
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表示，则式(3-21)可写为
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由于 rel 从 0到之间变化，所以用 rellog 来代替 rel 较为方便，此时定义

)()(log relrelrel  gH 

可将式(3-22)写为

)(2)()(logdexp)(log2)( rel
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rel0 ttU
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
               (3-23)

式中 )(log relH 称为“松弛谱”。如果给出松弛谱， 0 ，等，物体的松弛模量就可完全

确定。

广义 Kelvin模型和广义Maxwell模型的本构方程可以写成较一般的微分方程形式，

ijij eDQSDP )()( 11  ， kkkk DQDP  )()( 22                                  (3-24)

式中，D是时间微分算子。如 ttfDf  /)( ， 222 / tffD  等， iP， )2,1( iQi 为算子

多项式

    
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
1

0
1 )(
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k
k DaDP ， 
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
1

0
1 )(
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k
k DbDQ ， 




21

0
2 )(

n

k

k
k DcDP ， 




21

0
2 )(

m

k

k
k DdDQ        (3-25)

其中 ka ， kb ， kc ， kd 为坐标 1x ， 2x ， 3x 的实值函数。当然并不是任何(3-25)形式的多

项式都可以表示真实的材料，它们受到基于热力学考虑的限制。

图 3-10 广义 Kelvin体                   图 3-11 广义Maxwell体
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3.3 积分型本构关系
Boltzmann[26]曾研究材料的蠕变和延迟弹性，他给出了一个线性理论。设应力 )(1 t 作

用于黏弹体物体，其应变为 )(1 t ，而当应力单独作用时，其应变为 )(2 t ，Boltzmann (1876)

假设，如果 )()( 21 tt   同时作用于物体，其总应变为 )()( 21 tt   ，这就是著名的

Boltzmann叠加原理。这意味着：较早时刻的应变对于现时 t的应力的影响与其他 t

时刻所曾受过的应变无关。这种假设将限于微小应变的情况，也就是说此原理不一定总

成立。从物理上看，只有当不同时刻的过去应变对现时应力的影响互不相干，其相应影

响可以忽略不计时，结论才是正确的，即只有当非线性高阶项可以忽略不计时才是对的。

下面我们假定这些条件是满足的。

首先，我们注意，在 )(tG 和 )(tJ 中，t是从加上应变或应力算起的“时间推迟”。给

予应变 )()( 00 ttUt   将产生应力 )()( 00 ttGt   ，即响应是时间平移不变量。只要时

间推迟相同，应力就相同。

其次考虑两个阶跃应变历史





2

1
12211 )()()()(

i
ittUttUttUt 

依 Boltzmann假设，将引起应力





2

1

)()(
i

iittGt 

图 3-12 双阶跃应变历史       图 3-13任意应变历史的阶跃应变逼近

对于任意的应变历史 )(t  ，可利用一系列阶跃应变来逼近，在极限情况下，得

 


t
tU )(d)(  ，  


t

tGt )(d)()(                                  (3-26)

上式中积分下限用  是为了不提及应变从何时开始，但除特别声明外，一般情况下理

解为在某一初始时刻以前 0 ，积分上限也可换写成或 t到之间的任一值，因为当

t 时积分值为零(当 0t 时， 0)( tG )。
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如果运动从 0t 开始，而当 0t 时， 0)( t ， 0)( t ，且在 0t 处 )(t 有一跳跃，

则式(3-26)变为

 


t
tUt

0
)(d)()0()(  ，  


t

tGtGt
0

)(d)()()0()(               (3-27)

不难证明下述关系

)0(d)()()(d)()()(

d)()(
d

d
d)()()(d)()(

0

0


















ssstsGtGtGtG

tG
t

sstsGtGt

g

t

g

tt




        (3-28)

若令

)()( tGt                                                         (3-29)

式(3-28)可写为

  


t

g ttGt d)()()()(                                        (3-30)

式中 )0( GGg ，由于 )(tG 为单调减函数， 0)(  tG ，所以 0)( t ，式(3-30)表示过去

时刻所形成的应变 )( 对现在时刻 t的影响，其遗留形式为

)()(  t

因此 Boltzmann称 )(t 为余效函数，也称记忆函数， )(t 为 t的单调减少函数，这似乎是

在时间上具有某些“记忆”。Volterra(1860-1940)称(3-28)型的关系为“遗传性定律”。为

了强调线性假设，我们称遵从这类定律得材料为“线性遗传性材料”。通常的其他名称

如黏弹性、蠕变、内摩擦阻尼弹性后效、应力松弛等只是强调了某一方面或某一种模型。

式(3-26)~(3-30)是本构关系的应力松弛积分形式。如果给定应力历史来求应变的话，

上面的讨论方法完全适用。同理可得本构关系的蠕变积分形式

 


t
tJt )(d)()(                                                 (3-31)

如果运动从 0t 开始，当 0t ， 0)()(  tt  ，且在 0t 处 )(t 有一跳跃，则上式成为

 


t
tJtJt

0
)(d)()()0()(                                         (3-32)

式(3-31)可写为

 


t

g tJtJt  d)()()()(                                        (3-33)

式中 )0(  JJ g ，令 )()( ttJ  ，上式可写为

 


t

g ttJt  d)()()()(                                        (3-34)

)(t 称为松弛核， )(t 称为蠕变核，均是时间的单调下降函数，可理解为随着时间增加
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记忆在逐渐衰退，或影响在逐渐减少。当 0t 时， )(t 及 )(t 均等于零，因为只有过去

的应力或应变才会对现时应力或应变有影响，这常称为“不可倒逆作用公理”(axiom of 

nonretroactivity)。式(3-30)，(3-34)称为 Boltzmann基础方程式。

在处理黏弹性问题中，我们将遇到很多卷积，因此有必要将这种写法加以简化，采

用 Stieltjes卷积符号。Sternberg和 Gurtin[27]基于 Stieltjes卷积发展了黏弹性理论。

设 f 为连续于  t0 ，且 0t 时 0)( tf ， g (及h )为定义于  t 的函数，

且当 t ， 0)( tg 。利用 Riemann-Stieltjes积分定义 gf d 如下

 


tt
gtfgtfgtfgf )(d)(d/)()()0()(d

0
                  (3-35)

如果该积分存在的话，不难证明 Stieltjes卷积的下述性质

(1) 交换律： fggf dd 

(2) 结合律： hgfhgfhgf ddd)d()d(d                         (3-36)

(3) 分配律： hfgfhgf dd)(d 

(4) Titchmarch定理：若 0d  gf ，则 0f 或 0g 。

由此可以将式(3-26)，(3-31)写成如下形式

松弛型：  d)( Gt ；蠕变型：  d)(  Jt                               (3-37)

简单拉伸情况下，有

松弛型：  d)()()()(d)(d)( 1    
ttEtEEt

t t
         (3-38a)

蠕变型：  d)()()(
1

)(d)(d)( 1    
tt

E
tDDt

t t
       (3-38b)

)(tE 和 )(tD 分别为拉伸应力松弛模量和蠕变柔量，并有关系式 )()( 1 ttD  ，  )(tE

)(1 t ， EDE  )0(/1)0( ， E为 Young氏模量。

在小变形情况下黏弹体本构方程为

松弛型：  d/),(),(d),(  


t

ijijklklijklij xtGGtx x                (3-39a)

蠕变型：  d/),(),(d),(  


t

ijijklklijklij xtJJtx x                (3-39b)

其中 ijklG 和 ijklJ 分别为材料张量松弛函数和张量蠕变函数，且均为四阶张量。若于 0t 施

加载荷，仅当 0t 才会有响应，因此

当 0 t 时， 0ijklG ， 0ijklJ                                       (3-40)

在各向同性材料情况下， ijklG 为迷向张量，

)(
23

112
jkiljlikklijijkl

GGG
G  


                                  (3-41)
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以(3-41)代入(3-39)可将各向同性粘弹性材料的本构方程写为

松弛型

畸变方程：  d)()()()0(d),( 11   
teteGeGts

t

sijijijij x               (3-42a)

体变方程：  d)()()()0(d),( 22   
ttGGt

t

dkkkkkkkk x           (3-42b)

蠕变型

畸变方程：  d)()()()0(d),( 11   
tStsJSJte

t

sijijijij x               (3-43a)

体变方程：  d)()()()0(d),( 22   
ttJJt

t

dkkkkkkkk x           (3-43b)

式中 iu ， ij ， ij 分别为位移矢量、应力张量、应变张量分量， ije ， ijs 为应变张量及应

力张量的偏斜分量

ijkkijije 
3

1
 ， ijkkijijs 

3

1
                                      (3-44)

它们均是物体点位置 ),,( 321 xxxx 及时间 t的函数。

将上述黏弹体的本构方程与弹性体本构方程进行比较是有意义的。各向异性弹性体

本构方程为

klijklij G   ，或 klijklij J                                               (3-45)

式中 klijjilkjiklijkl GGGG  ， klijjilkjiklijkl JJJJ  。因此极端各向异性情况下材料常数

个数从 8134  个化为 21个独立常数，且 ijklJ 由 ijklG 完全确定。各向同性材料情况下，广

义 Hooke定律化为

2
ij

ij

S
e  ，或 ijij eS 2                                                (3-46a)

k
kk

kk 3

  ，或 kkkk k 3                                              (3-46b)

为剪切模量， k为体变模量

)(
2

1
,, ijjiij uu 

比较式(3-39)，(3-42)，(3-43)及(3-45)，(3-46)可见，两者非常相似，黏弹体情况下以“卷

积”代替了普通“乘积”。正因为如此才有下节谈到的“对应性原理”。

依松弛模量及蠕变柔量的定义不难直接得到下述关系式

 d)(2d)()0()(
0011  
t

s

t

sGtG
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 d)(3d)()0()(
0022  
t

d

t

d KGtG

 d)(d)()0()(
0 10 1  
tt

EEtE




 d)(
2

1
d)()0()(

0011  
t

s

t

sJtJ                                (3-47)

 d)(
3

1
d)()0()(

0022  
t

d

t

d K
JtJ

 d)(d)()0()(
0 10 1  
tt

DDtD

3.4 线黏弹性问题解法——对应性原理

积分变换方法是解线黏弹性问题的有效方法之一。

定义：设函数 )(tf 当 0t 时有定义，且积分


 

0
de)( ttf pt

(p是一个复参量)在 p的某一个域内收敛，则由此所定义的函数


 

0

* de)(]:)([)( ttfpttfLpf pt                                    (3-48)

称为函数 )(tf 的 Laplace变换，已知 )(* pf 可依下式求其 Laplace逆变换

ppftppfLtf ptde)(
i2

1
]:)([)(

i

i

**1 




 



                            (3-49)

是大于收敛横标的任意常数。

Laplace变换的性质

(1) 线性性质

)()()]()([ *
2

*
121 pbfpaftbftafL  ， )()()]()([ 21

*
2

*
1

1 tbftafpbfpafL         (3-50)

(2) 微分性质

)0()()](D[ * fppftfL 

)0()0()()](D[ *22 fpfpfptfL 



)0()0()0()0()()](D[ )1()2(21*   nnnnnn fpffpfppfptfL          (3-51)

(3) 积分性质

)(
1

]d)([ *

0
pf

p
ttfL

t

 
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

)(
1

]d)(dd[ *

0 00
pf

p
ttfttL

n

t tt

                                          (3-52)

(4) 位移性质

))(Re()()](e[ 0
* papapftfL at                                 (3-53)

(5) 延迟性质

)(e)]()([ *
11

1 pfttUttfL pt                                         (3-54)

(6) 初值定理

)(lim)(lim)0( *

0
ppftff

pt 
                                           (3-55a)

(7) 终值定理

)(lim)(lim)( *

0
ppftff

pt 
                                          (3-55b)

(8) 卷积定理

)()()]()([ *
2

*
121 pfpftftfL  ， )()()]()([ 21

*
2

*
1

1 tftfpfpfL                  (3-56)

)()(]d[]d[ ** pgppffgLgfL  ， fggfpgppfL dd)]()([ **1         (3-57)

“卷积”的 Laplace变换化为“乘积”，这就启发我们利用黏弹体基本方程作 Laplace变

换的办法来找黏弹体及相应的线弹性的解之间的对应关系。

均匀、各向同性、准静态线黏弹性理论的基本方程如下

(1) 平衡方程

0),(),(,  tft ijij xx ， ),(),( tt jiij xx                                   (3-58)

(2) 几何方程

)(
2

1
),( ,, ijjiij uut x                                                 (3-59)

(3) 边界条件

),(),( tpnt ijij xx  ，在 R 下； ),(),( 0 tutu ii xx  ，在 uR 上                 (3-60)

(4) 本构方程

微分型

松弛型畸变方程： ),()D(),()D( 11 teQtsP ijij xx                            (3-61a)1

松弛型体变方程： ),()D(),()D( 22 tQtP kkkk xx                           (3-61b)1

蠕变型畸变方程： ),()D(),()D( 11 tsPteQ ijij xx                            (3-61a)2

蠕变型体变方程： ),()D(),()D( 22 tPtQ kkkk xx                           (3-61b)2

积分型

松弛型畸变方程： ),(d),( 1 teGts ijij xx                                 (3-61a)3
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松弛型体变方程： ),(d),( 2 tGt kkkk xx                                (3-61b)3

蠕变型畸变方程： ),(d),( 1 tsJte ijij xx                                 (3-61a)4

蠕变型体变方程： ),(d),( 2 tJt kkkk xx                                (3-61b)4

式中 R ， uR 分别为物体所占域 R的给定应力 ),( tpi x 的边界及给定位移 ),( txui 的边

界， 1J 和 2J (或 1G 和 2G )均只是时间的单调函数，它们应用于剪切和体变蠕变函数(或松

弛函数)。

(5) 初始条件

如果物体原先未受干扰，则初始条件为

0iu ， 0ije ， 0ij ；对 0 t                                     (3-62)

如果采用微分型本构关系(3-61)1，且在 0t 有一个跳跃的条件，则初始条件采取给定

)0( 
ije ， )0( 





t

eij
，…， )0( 




n

ij
n

t

e
和 )0( 

ijs ， )0( 





t

sij
，…， )0( 




n

ij
n

t

s
的形式。这些初

值必须由以下条件相联才能使微分型本构方程(3-61)1 与积分型本构方程(3-61)2，(3-61)3

等价，也才能使函数有跳跃时，式(3-61)1中的微分运算成立[28]：

nr
t

e
b

t

s
a

n

k
rk

ij
rk

krk

ij
rkn

k
k ,,2,1),0()0(

11









 












                          (3-63)

其中 n是 )D(1P 和 )D(1Q 次数的大者，体变初始值也有类似的关系。

黏弹性力学问题通常是对于给定的 if ， ip ， 0
iu 及初始条件，求 iu ， ije 和 ij ，除了

本构方程以外其他均与弹性力学有相同的形式。而本构方程的区别可以从两种观点来看

它们的相似性：(1) 可视为其区别在于以“卷积”代替了“乘积”；(2) 可视为其区别在

于以“积分算子”代替了“弹性常数”。由前者得到“黏弹对应性原理”，由后者得到“Volterra

原理”。多数情况下两种方法是等价的，导致相同的结果，但后者适用范围更广一些。

这里只介绍对应性原理。

如果有关函数当 0t 时为零，则可用单边 Laplace 变换，否则要用双边 Laplace 变

换[11]。对(3-58)~(3-61)进行 Laplace变换，得

(1) 平衡方程

0),(),( **
,  pfp ijij xx ， ),(),( ** pp jiij xx                               (3-64)

(2) 几何方程

)),(),((
2

1
),( *

,
*
,

* pupup ijjiij xxx                                        (3-65)

(3) 边界条件

),(),( ** ppnp ijij xx  ，在 R 下； ),(),( *0* pupu ii xx  ，在 uR 上              (3-66)

(4) 本构方程

微分型
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松弛型畸变方程： ),()(),()( *
1

*
1 pepQpspP ijij xx                           (3-67a)1

松弛型体变方程： ),()(),()( *
2

*
2 ppQppP kkkk xx                          (3-67b)1

蠕变型畸变方程： ),()(),()( *
1

*
1 pspPpepQ ijij xx                           (3-67a)2

蠕变型体变方程： ),()(),()( *
2

*
2 ppPppQ kkkk xx                          (3-67b)2

积分型

松弛型畸变方程： ),()(),( **
1

* peppGps ijij xx                              (3-67a)3

松弛型体变方程： ),(),( **
2

* ppGp kkkk xx                                (3-67b)3

蠕变型畸变方程： ),()(),( **
1

* psppJpe ijij xx                              (3-67a)4

蠕变型体变方程： ),()(),( **
2

* pppJp kkkk xx                             (3-67b)4

推导(3-67)1，(3-67)2 时已经利用了初始条件(3-62)或(3-63)，材料性能 )( pQi ， )( pPi ，

)(* pGi ， )2,1()(* ipJ i 均为已知。问题归结为对于 R中给定的体力 *
if ，和边界上给定

的 *
ip ， *0

iu 来求解 *
iu ， *

ij ， *
ije 。这与线弹性力学基本方程的求解完全一样，只不过采用

变换后的体力 *
if 和面力

*
ip 或给定位移 *0

iu 以及采用新的弹性常数 *~2u ， *~
3K

**
2

*
2

2

2*

**
1

*
1

1

1*

31

3

)(

1
)(

)(

)(~
3

21

2

)(

1
)(

)(

)(~2

d

s

K

K

ppJ
ppG

pP

pQ
K

ppJ
ppG

pP

pQ












                             (3-68)

求解此弹性力学问题。如有解答，对此解答进行 Laplace 反演变换，就得到原黏弹性问

题的解。这个原理称为“黏弹对应性原理”。利用它可以将大多数线弹性力学的成果转

到黏弹性体相应的问题上来。

很多作者对该原理的发展和应用做出了贡献。Alfrey (1944)[29]指出，在给向同性黏

弹体为不可压缩的情况下，在给定应力时黏弹体的应力与弹性体的相当 (相当于

0)(/)( 22 pQpP 的特殊情况)。钱学森(1950)[30]将此结论推广到可压缩、各向同性黏弹体

的情况并计及体积力，但他对算子 )(1 pP ， )(1 pQ ， )(2 pP ， )(2 pQ 假设了限制，使等价

Poisson比化为常数，而不是速率相依的算子。Read(1950)[31]曾用 Fourier变换讨论一般

的动态问题。 Lee(1955)[32]得到上述微分型本构方程形式下的对应性原理。

Graham(1968)[33]将黏弹对应性原理推广到包括时间相依区域的混合边值问题(如裂纹扩

展问题等)得到“广义对应性原理”。张淳源(1980)[11]将其用于解决线黏弹体的断裂问题，

并用双边 Laplace 变换将对应性原理推广到初始状态非自然状态的情形。上面引用的文

献大多数可从译文集[34]中找到。

对于各向同性材料，只有两个独立常数，可以任选两个，从而弹性常数代换等价于

(1) 一般情况

)(

)(
)(

21

2

)(

1~2
1

1*
1**

1

*

pP

pQ
ppG

ppJ s







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)()(2)()(

)()(3

)()(2

)()(3

)]()(2[

3
)(

1)(

1~

2121

21
*
1

*
2

*
2

*
1

*
2

*
1

*
*
1

*
*

pQpPpPpQ

pQpQ

pGpG

pGppG

pJpJp
ppE

E

E

ppD
E














                     (3-69)

(2) 设体变模量K保持恒定，此时 0d
*~2 同前， KK 33 *                                                   (3-70)

(3) 设 Poisson比 保持恒定，此时 1)21(  d ， 1)1(  s

 *~ ， *~
E 同前                                                     (3-71)

(4) 不可压缩情况， 0kk ，相当于 5.0 且不随时间而变

5.0~*  ， *~
E 同前                                                  (3-72a)

或

*~
E 同前，

)1(3

2

)(3

2~2
*

1
*

*




E

E

ppD 
                                   (3-72b)

很多黏弹性材料，如聚合物及聚合物基复合材料，常可采用 K保持恒定的假设(材

料弹性地压缩的假设)。有的资料指出像混凝土等可采用 v保持恒定的假设。采用不可压

缩假设应基于实验资料慎重从事，否则易导致较大错误。采用上述假设使计算大为简化，

所需实验资料也减少。

值得注意的是(3-68)~(3-72)中带~的常数 *~ ， *~
E ， *~

K ， *~ 等表示了保持黏弹性问

题与弹性问题的对应关系在象空间的常数应取的值。例如(3-71)中的  *~ 表示象空间

的 *~ 应取 ，而不能理解为   )]([* tvL 。字母上面的~正是为了区别象空间应取的弹

性常数 *~ 与随时间变化的弹性常数的 Laplace变换 * 。

表(3-1)列出了当K保持常数时各种线黏弹性体的本构方程及经 Laplace变换后应采

用的弹性常数。上述原理适用于无时间相依边界区域的问题，否则（如有亚临界扩展的

裂缝问题，曲面冲模问题等）要用到“广义对应性原理”。

3.5 线黏弹体裂纹前缘的应力位移场

在[11~12,15]中曾把线弹性裂纹前缘的应力位移场推广到线黏弹体的情况下。下面

介绍有关的首项近似的结果。线弹性裂纹前缘的应力位移场如下















 







 

2
cos

2

1

2
cos)1cos3(

2
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2
cossin

2
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2
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2
cos)cos1(
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1

*
III

*

*
II

*
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*

*
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*
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




















K
r

KK
r

KK
r

z

r                    (3-73)
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表 3-1(a) 各种黏弹性体的本构方程及变换后应采用的弹性常数

当 0 时，在裂纹延长线上有

r

K




2

*
I*  ，

r

K
r 

 
2

*
II*  ，

r

K
z 


2

*
III*                                     (3-74)

由 *
IK ， *

IIK ， *
IIIK 引起的裂纹不连续位移量为
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表 3-1(b) 各种黏弹性体的本构方程及变换后应采用的弹性常数


8

~
2

*

*
I*


E

rK
v ，


8

~
2

*

*
II*


E

rK
u ，


8

~2

2
*

*
III* rK

w                   (3-75)
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式中 *
 ，

*
 r ，

*
z 为应力分量，

*u ， *v ， *w 为位移分量， *~
E ， *~ ， *~ 分别为拉压弹

性模量、剪切弹性模量和 Poisson比。为了进行 Laplace反演方便，各函数均加上*号。









































平面应力

平面应变，

,~~
9

~~
3

~
1

~2

~
2~2

1
~4

1
~~

3

1

4

3
~
~1

~
1

**

**

*

*

*

*****

2*

*







k

k

E

E

kE

E
          (3-76)

下面分别给定载荷及给定位移两种情况来讨论黏弹体的裂纹尖端应力位移场。

(1) 给定载荷

设 )(tKi 可表示成如下形式

)III,II,I(),()(  itfKtK iii 

依黏弹对应性原理，若将式(3-73)~(3-75)中的 *
iK 取由给定载荷引起的 )(tKi 的象函数，

并将各式中的弹性常数用(3-69)代入然后反演这些式子就得到黏弹体裂纹前缘的应力位

移场如下















 







 

2
cos)(

2

1
)(

2
cos)1cos3(

2

1
)(

2
cossin

2

1
)(

2

1
)(

2
cossin

2

3
)(

2
cos)cos1(

2

1
)(

2

1
)(

IIIIII

IIIIII

IIIIII






















tfK
r

t

tfKtfK
r

t

tfKtfK
r

t

z

r        (3-78)

当 0 ，在裂纹延长线上，有

)(
2

)( I
I tf
r

K
t  

  ， )(
2

)( II
II tf
r

K
tr  

  ， )(
2

)( III
III tf

r

K
tz  

               (3-79)

由 )(I tK ， )(II tK ， )(III tK 引起的裂纹不连续位移量为

)()0(
~

)(
82

~
82

)( I
*

1
I

I

*

*
I

I1 tfv
E

E
Ltf

E

rK

E

E
f

E

rK
Ltv u













































 

 

同理

)()0()(
82

)( IIII
II tfutf
E

rK
tu uu 






)()0()(
8

2

2
)( IIIIII

III tfwtf
rK

tw uu 


                                (3-80)

式中
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)II,I(,
~

)()(
*

1 












  i
E

E
Ltftf iiu  ； 








 

*
1

IIIIII ~)()(



 Ltftf u               (3-81a)

其中*表示卷积

 
t

tfftftf
0 2121 d)()()()( 

)]([1 pFL 表示对 )( pF 进行 Laplace反演变换






 
i

i

pt ppF
i

pFL



d)(e

2

1
)]([1

如果已知材料的蠕变柔量，可以证明式(3-81)1可改写为











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       (3-81b)

式中 )(tC 为平面应力或平面应变蠕变柔量



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
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
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
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pCLtC           (3-82a)

当保持恒定时，有

)()1( 2 tDtC ）（                                                 (3-82b)


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(2) 给定位移

例如在裂纹尖端附近裂纹面上 0rr  处的位移跳跃被指定

)()( I tvftv u ， )()( II tuftu u ， )()( III twftw u                        (3-84)

在式(3-75)中采用(3-84)的象函数，对(3-84)作 Laplace 变换，代入(3-75)再解出 *
iK ，

III,II,Ii ，得
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         (3-85)

以(3-85)代入(3-73)然后进行 Laplace反演得指定位移时的应力场如下
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式中， )()0()( tfKtK iii  ， III,II,Ii
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如果已知材料的松弛模量，可以证明式(3-88a)可改写为
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式中， )(tR 为平面应力或平面应变松弛模量
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当保持恒定时，有

)(
1

1
)(

2
tEtR


                                                    (3-89b)

式(3-81a)及(3-88a)中的 *~
E 由(3-76)确定，然后对于不同流变模型采用相应的弹性常数代

换便可依(3-81a)和(3-88a)求出各时间因子。如果已知蠕变柔量及松弛模量，则可依(3-82b)

和(3-89a)先求出 )(tC 或 )(tR ，然后再代入(3-81b)和(3-88b)便可求出各时间因子。对于

不同的流变模型，不同应力状态，不同边界条件(给定载荷，给定位移)具有不同的时间

因子。各种情况下的时间因子已列成表格供应用，可参考[7,14-17]。

3.6 能量断裂判据

裂纹体的功率平衡方程为

ΓUKQW                                                     (3-90)

W ，Q分别为外力作用于物体的功率和单位时间加入物体的热量，K，U 分别为物体
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的动能和内能变化率，Γ 是在扩展的裂纹表面上的能量耗散率。

对于黏弹体，由于黏性的存在，必须计及能量的耗散。在等温条件下，有

0 DQ                                                            (3-91)

D是物体的耗散能率，此时(3-90)化为

ΓUKDW                                                     (3-92)

设裂纹沿某方向虚拟扩展 ld ，现在来计算沿该方向扩展的能量释放率。想象沿方向
已切开，并在切开的面上加上应力 ij 。如果 ij 与未切开前因外加应力而引起的应力相

同，那么切开前后的情况完全等效。假设应力 ij 逐渐松弛到零，然后对外加应力与 ij 联

合作用情况下来应用功率平衡方程(3-92)，此时外力所作的功就还应包括 ij 在松弛过程

中对裂纹两侧表面相对位移所作的功。由于松弛过程中 ij 的方向与相对位移的方向相

反，故此功德变化率 E加负号。此时由于想象裂纹扩展处已切开，裂纹无其他扩展，故

0Γ ，从而有

0)(  UKQEW                                                (3-93)

比较(3-92)和(3-93)可见

ΓUKDWE                                                  (3-94)

可见考虑整体的能量平衡与考虑裂纹尖端处的能量平衡是等效的。就应用来说，如

果已知裂纹尖端的应力、位移，式(3-94)比式(3-92)方便得多，因为无需计算耗散能率Γ 。

考虑单位厚度二维裂纹体，由于式(3-94)中W，D，K，U均是 t和 )(tl 的函数，故式(3-94)

可写为

ll
l

E
UKDW

l
lUKDW

t


02)()( 











                     (3-95)

上式左端第一项为零，这是从不扩展裂纹的能量守恒定律推出的，裂纹不扩展时， 0l ，

上式当然满足，我们需要知道的是裂纹达到临界状态的条件，即裂纹起裂条件，在此瞬

时 0l ，由(3-95)，得

)(2/),( 0   lEtG                                               (3-96)

若在所考察的时间内材料的断裂性能不变，限于讨论起裂条件，可设 02 不是 t的函数，

对于各向同性材料(指包括断裂韧性而言) 02 还不是的函数。式(3-96)即为沿方向扩

展的推广的 Griffith条件。在 I型裂纹的特殊情况下，式(3-96)成为

Ic0I 2/)( GaEtG                                                (3-97)

能量释放率 )(I tG 与闭合能量率 aE  / 相等，式中 a为裂纹长度，当达到临界值 IcG 时，

裂纹开始失稳扩展。

下面按照 Irwin的方法，设裂纹沿延长线方向虚拟扩展来计算 IG ， IIG ， IIIG
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式中，裂纹延长线上( 0 )的应力可表示为
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      (3-99)

由于 )(I tK ， )(II tK ， )(III tK 引起的裂纹不连续量可写为

)()( I tvftv u ， )()( II tuftu u ， )()( III twftw u                       (3-100)

即应力为相应的弹性解乘以应力强度因子时间因子 )III,II,I()( itfi ，位移跳跃为相应

的弹性解乘以位移时间因子 )III,II,I()( itfiu 。以(3-99)和(3-100)代入(3-98)不难得到

)()( tfGtG igii                                                      (3-101)

)III,II,I(),()()(  itftftf iuiig                                        (3-102)

即黏弹性裂纹体的能量释放率为相应的弹性解乘以能量释放率的时间因子 )(tfig ，而该

时间因子为应力强度因子时间因子和位移时间因子的乘积。式中
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当 )III,II,I()()(  itUtfi 时，上式化为
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                          (3-104)

(2) 给定位移

由(3-102)和(3-88)，有
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当 )III,II,I()()(  itUtfi 时，上式化为
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3.7 黏弹性裂纹体的延迟失稳[17]

线弹性断裂力学只能解决裂纹的瞬时失稳问题。工程实践表明，对于黏弹体，裂纹

失稳扩展常不是在施加载荷后立即发生，而是经过某时间 ct 才发生的，这种现象我们把

它称为裂纹体的“延迟失稳扩展”。我们知道，理想线黏弹体失稳型裂纹（ 0d/d I aK ）

常载下没有亚临界扩展，临界状态(即裂纹扩展的起始)发生在载荷施加以后某时间 ct 。

值得注意的是在这个时间内（ c0 tt  ）裂纹初始长度保持不变，但由于材料的黏弹性

时间相依的性能，裂纹表面的位移逐渐随时间而增长，裂纹面逐渐张开，因而黏弹性裂

纹体的能量释放率 )(I tG 随时间而增长，当 )(I tG 到达 IcG 时，裂纹的平衡成为不稳定。在

没有惯性约束的理想线黏弹体中，裂纹将以无限大的（有惯性约束时将以很高的）速度

开始传播。如果材料的蠕变柔量 )(tC 具有一个较高的极限（如 Kelvin体，标准线性体等），

那么存在一个较低的极限载荷（或裂纹尺寸），低于它裂纹将不会扩展，我们称这一载

荷(或裂纹尺寸)为“裂纹延迟失稳临界载荷”（或裂纹尺寸）。Nuismer[35]曾正确地指出作

为断裂判据的热力学功率平衡不能预测裂纹的扩展速度而只能预测起裂（这个结论对于

失稳型裂纹是对的），他得到与 Graham[36]相同的结果。但该结果不能预测延迟失稳，由

于他们的推导默认了加载后裂纹立即开始扩展，所以只有在 0c t 即线弹性的特殊情况

下才正确，对于黏弹性失稳型裂纹这个结论是成问题的。

以 I型裂纹为例，裂纹起始失稳扩展判据为

IcIII )()( GtfGtG g 

当材料给定时， IcG 被设为常数，有几种可能

(1) IcI )0( GG  ，加载瞬时（ 0t ）立即失稳，等号相应于瞬时失稳的临界情况。

(2) IcI )0( GG  ，又分几种情况

(i) IccIIcI )()( GtfGtG g  ，那么于加载后某时刻 ct 将发生延迟失稳。

(ii) IcIII )()( GfGG g  ，那么裂纹将永远不会失稳。
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(iii) IcIII )()( GfGG g                                         (3-108)

即为延迟失稳临界状态。如果给定了裂纹尺寸（或载荷），那么延迟失稳临界载荷（或

裂纹尺寸）可由式(3-108)式确定，只要 )(I tf g 已知。如果载荷（或裂纹尺寸）小于这一

临界值，则永远不致发生延迟裂纹失稳扩展，如果载荷及裂纹尺寸均已确定，则由式

(3-107)可以确定发生延迟失稳所需时间 ct 。

图 3-14 裂纹失稳扩展的几种可能情况

对于给定载荷问题，设 )()(I tUtf  ，则依式(3-104)及 Laplace 变换终值定理式

(3-55)，有
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(1) 广义 Kelvin体

其剪切和单轴蠕变柔量
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由(3-110)，得
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(2) 蠕变核于 0t 具有奇异性的固体

很多材料可以用下述形式的蠕变核描写

0,0,10,/)( 1
1     AtAet t                                (3-113)

代入(3-110)，对于平面应力情况，有

平面应力,/)(1)(I
Γf g                                      (3-114)

式中 )(Γ 为 Gamma函数。

对于具有黏性流的材料，如Maxwell体，Burgers体，由于 )(I tf g 随时间而一直增长，

没有有限的极限，因而无论多么小的载荷（或裂纹尺寸），只要时间足够长，终将发生

延迟失稳。这时可用规定的使用寿命 ct 来确定其名义延迟失稳临界载荷（或裂纹尺寸）。

从式(3-104)及(3-82b)可见，对于应力强度因子恒定的情况 )()(I tUtf  以及 Poisson

比恒定的情况，有
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即不论平面应力还是平面应变，均有
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这样，只要通过实验求得拉压情况下的蠕变曲线，就可以直接依式(3-116)求出 )(I tG ，

不需要任何本构方程的解析式[37]，这对于解决保持恒定的材料（如可认为混凝土的近

似保持常数）的裂纹延迟失稳问题是非常有用的。

下面给出理论与实验的比较：

Knauss[38](1970)曾给出了由聚胺基甲酸乙酯合成橡胶 Solithane 113(50/50)制成的带

有穿透中心直裂纹薄板寿命确定的实验研究资料。实验结果用 2)/lg(  与 ftlg 的关系

表出，其中 ft 为断裂时间，  为依下式确定的应力
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0

22

)()0(
)0(

)(
GfG

D

D

E

a

E

a
g 


 



 

依延迟失稳临界应力的定义，当 1/  时，永远不会发生延迟失稳，即从理论上

说只有当 0)/lg( 2  时才会产生延迟失稳。由图 3-15 可见全部实验点均位于

0)/lg( 2  的范围，且实验点形成的曲线的水平渐近线与 0)/lg( 2  重合，它有

力地支持了上述理论。同时说明，尽管 Solithane 113(50/50)有明显的亚临界扩展，不能
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利用理想黏弹性理论准确求出断裂时间，但是利用线黏弹性断裂理论求出的延迟失稳临

界应力(或裂纹尺寸)仍是适用的，即微小塑性区的存在并不显著影响延迟失稳的临界值。

图 3-15 理论与实验的比较表明，实验点描出的曲线的水平渐近线与 0)/lg( 2  重合

3.9 复合型裂纹

在§1.6中我们讨论了线弹性复合型裂纹问题，下面我们采用最大相当能量释放率理

论来讨论黏弹体 I-II复合型裂纹问题。

设 )()( II tUKtK  ， )()( IIII tUKtK  ，即为恒定阶跃载荷情况。此时由于线弹性裂纹

尖端应力场中不包含材料常数，从而黏弹体与弹性裂纹前缘具有相同的应力场。与§1.6

推导方法相同，不难得出黏弹体在恒定阶跃载荷作用下裂纹沿方向虚拟扩展 0r 时的平

均能量释放率为

)(),(),,(),,( 000xd tfrGtrGtrG u                                    (3-117)

式中 ),( 0rG  即为§1.6中线弹性裂纹体的结果，由于 )()( tUtf  ，从而 )()( tftf ug  。

依最大相当能量释放率理论不难看出，使 ),,( 0xd trG  达到最大值的方向 0 仍与§1.6

中之结果式(1-135)相同，即黏弹体 I-II复合型裂纹的扩展方向与相应弹性体 I-II复合型

裂纹的扩展方向相同。以 0 代入(3-117)，得

Ic00maxxd )(),( GtfrGG u                                             (3-118)

可见时间因子进入了判据。依上式不难确定延迟失稳临界载荷（或裂纹尺寸），或估算

裂纹体的寿命 ct 。

例如，从附录一可知，对于 Const 的标准线性体，当 )()( tUtf  时，

)e1(1)( t
u ECtf                                                 (3-119)

代入(3-118)，得断裂判据为
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Ic00maxxd ))e1(1)(,( GECrGG t                                    (3-120)

用同样的方法不难分析其他复合型裂纹问题。

下面举几个应用实例。

例 1 设材料 保持恒定的标准线性体， ha  ，求 )()( tPUtP  作用下双悬臂梁裂

纹的 )(I tG 。

图 3-16

解：当 )()( tUtf  时，对于 Const 的标准线性体，有

)e1(1)( t
u ECtf 

从而

))e1(1()()()(
22

I

2

I

2

I
t

u
A

g
A EC

EJ

aP
tf

EJ

M
tf

EJ

M
tG 

式中， PaM A  为截面 A处的弯矩。

EC
G

G



1

)0(

)(

I

I                                                     (3-121)

例 2 设材料为 Const 的标准线性体， ha  ，并设固定端双悬臂模型裂纹在自

由端被刚体异物张开 )()( tUt  ，求 )(I tG 。

图 3-17

解：张开位移所需的力 P为

32

3

a

EJ
P




截面Ａ处的弯矩 AM 为
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22

3

a

EJ
M A




从而

)()0()()()( III

2

I

2

I tfGtf
EJ

M
tf

EJ

M
tG A

g
A

 

当位移恒定时，由附录一查得

)1(
1

1
)( 1tp

I ECe
EC

tf 




式中 )1(1 ECp   ，从而

)1(
1

1

)0(

)(
1

I

I tpECe
ECG

tG 


 ，
ECG

G





1

1

)0(

)(

I

I                             (3-122)

式中，
4

22

4

9
)0(

a

EJ

EJ

AM
GI


 。由式(3-121)，(3-122)可见常载荷下，对于标准线性体，

Const ， )(I tG 随时间而增长，当 t 时可达 )0(IG 的 EC1 倍。常位移下， )(I tG 随

时间而减少，当 t 时为 )0(IG 的 )1/(1 EC 倍。例如当混泥土的力学性能为
5102E kg/cm2， 6106 C cm2/kg， 02.0 day-1， 6/1 ， 50Ic K kg/cm3/2时，常

载下 2.21)0(/)( II  ECGG ，常位移下 2.2/1)1/(1)0(/)( II  ECGG 。

例 3 设某半无限大混凝土构筑物上有一条表面半椭圆长裂纹，其长短半轴之比

1/ ba ，裂纹面承受水压 p 作用， 5.5p kg/cm2。当混泥土的力学性能为
5102E kg/cm2， 6106 C cm2/kg， 02.0 day-1， 6/1 ， 50Ic K kg/cm3/2时，求

延迟失稳扩展临界深度b [13]。

解：因 1/ ba ，对于弹性体，有

bpK I 1.1

从而

E

bp
G

)1(1.1 222

I

 


对于黏弹体，有

E

K
eEC

E

bp
tfGtfGtG t

ug

)1(
))1(1(

)1(1.1
)()()(

22
Ic

222

IIIII

  



 

因此裂纹深度若超过 9.9 cm将导致裂纹延迟失稳。

3.9 讨论

从本章上述讨论可小结如下：

(1) 理想线黏弹性裂纹体失稳扩展型裂纹常载下无亚临界扩展，它从受载至失稳扩
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展是一个流变过程。

(2) 一般情况下，应力强度因子、位移及能量释放率均是时间的函数。给定载荷时，

裂纹附近的应力场与弹性体的相同，而位移场则随时间而变化。给定位移时，裂纹尖端

附近位移场与弹性体相同，而应力场则随时间而变化(松弛)。

(3) 黏弹性裂纹体的能量释放率等于线弹性裂纹体的能量释放率乘以某时间因子

)(I tf g 。该因子是应力强度因子时间因子 )(tfi 与位移时间因子 )(tfiu 之乘积。这些时间

因子对于不同流变模型，不同应力状态（平面应力、平面应变、反平面剪切），不同边

界条件（给定载荷、给定位移）具有不同的值（见附录）。

(4) 常载下，能量释放率将由于蠕变而随时间增长，直到某极限值（如标准线性体）

或不断增长，直至失稳扩展（如Maxwell体、Burgers体）。

(5) 常位移下，能量释放率将由于松弛而随时间减少直到某极限值（如标准线性体）

或不断减少直到零（如Maxwell体或 Burgers体）。

(6) 能量释放率 )(tG 不仅与现时载荷有关，而且与整个加载历史有关，不同加载历

史条件下能量释放率依赖于时间的关系是不同的。

(7) 对于理想线黏弹体，裂纹的平衡可以瞬时地或于加载后某时刻 ct 成为不稳定。

当裂纹尺寸（或外加应力）已给定时，取决于外加应力（裂纹尺寸）， ct 可依式(3-107)

确定，对于 I-II复合型裂纹则由式(3-118)确定。

(8) 如果材料的蠕变函数具有一个较高的极限，那么存在延迟失稳临界载荷(裂纹尺

寸)。从式(3-110)，(3-112)，(3-114)可见，这一临界载荷（裂纹尺寸）不依赖于 )(1 tJ ， )(tD

的中间值，而完全由其终值与初值之比所确定，因而如果只要求延迟失稳临界载荷或裂

纹尺寸，采用标准线性体模型就足够了，因为它的曲线与实验结果的差别仅在于加载不

久这一段，并不影响其终值。然而欲计算 ct ，则要求采用更准确的模型（如式(3-113)或

分数指数核的积分方程）。当 Const 时，在常载荷作用下，为了计算 ct 值只需直接根

据拉压实验蠕变曲线即可求得 ct 值。

(9) 对于 Maxwell 体和 Burgers 体等，由于黏性流的存在， )(tG 将随时间而无限增

长，这种情况下可采用规律定的寿命 ct 定义的“条件延迟失稳临界载荷”（或裂纹尺寸）。

(10) 当蠕变过程中保持常数时，计算大大简化。此时

)()1()( 2 tDtC  ， )(
1

1
)(

2
tEtR




)()1()(1 tDtJ  ， )(
1

1
)(1 tEtG


                                    (3-123)

)()21()(2 tDtJ  ， )(
21

1
)(2 tEtG




而 1)()( **2 pDpEp
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从而只要知道 )(tD 即可求出其他蠕变及松弛函数。此时，对于平面应力、平面应变、反

平面应变情况具有相同的时间因子。

(11) 在蠕变过程中 ConstK 的情况下，问题并未得到太大的简化。

(12) 如果 Poisson比不是常数，则平面应变与平面应力蠕变柔量的时间相依性将不

采取同一形式。

(13) 在黏弹性情况下，K判据与 G判据不再等价。由于 K判据不能反映黏弹体的

时间相依性（例如常载时， ConstK ，因而 K判据不能预测裂纹的延迟失稳），因而它

对于黏弹体是不适用的。能量判据才反映了问题的本质。

(14) 上述理论对于亚临界扩展不明显的情况下是适用的，它把线弹性断裂力学作为

特殊情况包括在内。但当亚临界扩展十分明显时，缓慢亚临界扩展占据构件整个寿命的

主要部分，因而当讨论这类问题构件的寿命时必须采用黏弹塑性理论来计及裂纹扩展速

度。
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第四章 线黏弹性断裂力学简介

4.1 引 言

无论是线弹性还是弹塑性断裂力学都无法解释诸如“延迟失稳”，构筑物的“延迟

倒塌”，裂纹体“寿命”等“时间相依”的问题。不少工程材料如聚合物、复合材料、

有色金属、岩石、混凝土、土、骨骼组织等在常温下就明显地表现出“时间效应”。这

就要求正确选择流变模型作为材料物理方面的基本假设。线黏弹性断裂力学是将材料视

为线黏弹性材料来研究物体中裂纹发生、发展规律的学科，是研究带裂纹的黏弹性体的

强度与寿命的学科，它是流变断裂学的一部分[1]。为了研究某混凝土坝坝墩裂纹的延迟

失稳问题，张淳源把 Griffith-Irwin的线弹性断裂力学的理论推广到线黏弹性的情况，提

出了线黏弹性断裂力学的基本理论[2-9]。提出了延迟失稳的新概念。找到了预防延迟失

稳的办法，即让载荷（或裂纹尺寸）小于延迟失稳临界载荷（或裂纹尺寸），还能预测

裂纹发生延迟失稳所需的时间，找到了不需更深的数学工具，直接通过材料蠕变曲线来

确定延迟失稳临界值的方法，使理论达到便于工程人员应用的程度。对于工程常见材料

的各种流变模型还列出了时间因子的表格以便于工程人员设计计算时查阅。理论得到已

有实验的验证。利用该理论很好地解释了某混凝土水坝坝墩裂纹蓄水时不坏，过八年以

后才失稳扩展的原因。

4.2 黏弹性裂纹体的能量释放率

利用黏弹性对应原理，张淳源[2,5,6]求出了裂纹尖端的应力位移场，从而计算出黏弹

性裂纹体的能量释放率

)III,II,I(),()()(),()0()(  itftftftfGtG iuiigigii                          (4-1)

其中 )0(iG 为 )(tGi 在 0t 时刻的值，与线弹性裂纹体的能量释放率相同， EKG /)0( 2
II  ，

EKG /)0( 2
IIII  ， 2/)0( 2

IIIIII KG  ， )(tfig 为能量释放率时间因子。各种流变模型在各种

情况下的时间因子已列成表格可供查阅[2,3,8]。

当给定材料时， IcG 被认为是常数，对于失稳型裂纹，有几种可能的情况：

(1) IcI )0( GG  ，加载瞬时（ 0t ）即失稳，等号相应于临时临界平衡情况。

(2) IcI )0( GG 

(i) IccIIcI )()( GtfGtG g  ，那么加载后某时刻 ct 将发生延迟失稳。

(ii) IcIII )()( GfGG g  ，那么裂纹永远不会失稳。

(iii) IcIII )()( GfGG g                                           (4-2)

为延迟失稳临界状态。如果给定了裂纹尺寸（或载荷），那么可以依(3-2)确定延迟失稳

临界载荷（或裂纹尺寸）。小于这一临界值，则永远不会发出裂纹延迟失稳扩展。如果
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载荷及裂纹尺寸已给定，则可依(3-1)确定发生延迟失稳所需时间 ct （寿命）。下面给出

依蠕变实验曲线确定延迟失稳临界值的办法。

在常载荷及 Poisson比 保持常数的情况下
)0(/)()(I DtDtf g 

从而依(3-1)，有
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为了依(3-2)确定延迟失稳临界值，只需求出
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这可以直接从蠕变曲线上求出。为了依
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求出临界时间，亦可直接从蠕变曲线上找到，如图 3-1。由于上述方法不需要更深的数

学工具，简便易行，所以对于解决有关工程实际问题很适合。至于其他更复杂的情况及

复合型裂纹等问题请参阅前述论文。
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图 4-1 直接依蠕变实验曲线确定延迟失稳临界值
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